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Resumen
Tras una revisio´n de los resultados cla´sicos de termodina´mica de los agujeros ne-
gros de Schwarzschild y de Reissner y Nordstro¨m, estudiamos las soluciones de tipo
agujero negro de las teor´ıas de supergravedad en cuatro dimensiones para, a con-
tinuacio´n estudiar las teor´ıas efectivas de cuerdas (supergravedades en diez y once
dimensiones), la construccio´n de soluciones de tipo agujero negro en cuatro dimen-
siones a partir de soluciones elementales de estas teor´ıas en diez y la interpretacio´n
microsco´pica de su entrop´ıa utilizando los grados de libertad de las teor´ıas de cuerdas.
I´ndice General
1 Termodina´mica y accio´n euclidiana 1
1.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 El agujero negro de Schwarzschild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.1 Propiedades generales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2.2 Termodina´mica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3 El agujero negro de Reissner y Nordstro¨m . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.3.1 El sistema de Einstein y Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.3.2 La solucio´n ele´ctrica de Reissner y Nordstro¨m . . . . . . . . . . . . 25
1.3.3 Las fuentes del agujero negro ERN . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
1.3.4 La termodina´mica de RN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.3.5 Dualidad ele´ctrico-magne´tico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2 Agujeros negros en Supergravedad 39
2.1 Introduccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.2 Supersimetr´ıa y Supergravedad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2.1 El supera´lgebra de Poincare´ N = 1, d = 4 . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2.2 Supersimetr´ıa extendida y cargas centrales . . . . . . . . . . . . . . 42
2.2.3 Supersimetr´ıa residual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3 Agujeros negros en Supergravedad N = 2, d = 4 . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.3.1 SUEGRA N = 2, d = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.3.2 Soluciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.4 Agujeros negros en Supergravedad N = 4, d = 4 . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.4.1 SUEGRA N = 4, d = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.4.2 Soluciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
2.4.3 SUEGRA N = 8, d = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.4.4 Soluciones: agujeros negros compuestos . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3 Teor´ıas efectivas de cuerdas: acciones 57
3.1 Introduccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2 Acciones ba´sicas y dualidades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.2.1 SUGRA N = 1, d = 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.2.2 Reduccio´n a d = 10: la teor´ıa tipo IIA . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.2.3 La teor´ıa tipo IIB. Dualidad S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
v
3.2.4 Dualidad T entre las teor´ıas tipo II . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.3 Consideraciones finales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4 Teor´ıas efectivas de cuerdas: Soluciones 81
4.1 Introduccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.2 Objetos extensos: acciones, masas y cargas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.2.1 Los objetos extensos de las teor´ıas de cuerdas tipo II: acciones efec-
tivas y masas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.2.2 Relaciones de dualidad y masas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.2.3 Los objetos extensos de SUGRA N = 1, d = 11 . . . . . . . . . . . 91
4.3 Soluciones gene´ricas y fuentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
4.3.1 El modelo a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
4.3.2 Fuentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
4.4 Soluciones en d = 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.4.1 La membrana M2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
4.4.2 La 5-brana M5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.5 Soluciones en d = 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
4.5.1 La cuerda fundamental F1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
4.5.2 La 5-brana solito´nica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.5.3 Las Dp-branas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
4.6 Relaciones de dualidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
4.6.1 Relacio´n entre soluciones de 11- y 10-dimensionales. Compactificacio´n107
4.6.2 Dualidad T entre soluciones 10-dimensionales . . . . . . . . . . . . 109
4.7 Supersimetr´ıas residuales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
4.7.1 Supersimetr´ıas residuales de la M2-brana . . . . . . . . . . . . . . . 110
4.7.2 Supersimetr´ıas residuales de la M5-brana . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.7.3 Supersimetr´ıas residuales de las Dp-branas . . . . . . . . . . . . . . 112
4.7.4 Supersimetr´ıas residuales de la F1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
4.7.5 Supersimetr´ıas residuales de la S5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
5 Agujeros negros en Supercuerdas 115
5.1 Introduccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
5.2 Agujeros de una sola p-brana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
5.3 Reglas de interseccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
5.3.1 Soluciones: superposiciones armo´nicas . . . . . . . . . . . . . . . . 121
5.3.2 Intersecciones con ondas gravitacionales y transformaciones de Lorentz
singulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
5.3.3 Agujeros negros a partir de intersecciones . . . . . . . . . . . . . . . 124
5.4 El agujero extremo W ‖ D1 ‖ D5 en d = 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
5.5 Microestados y entrop´ıa de W ‖ D1 ‖ D5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
5.6 Comentarios finales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
A Convenios y fo´rmulas 131
A.1 Convenios de geometr´ıa diferencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
A.2 Matrices gamma y espinores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
A.2.1 d = 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
A.2.2 d = 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
A.2.3 d = 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
A.2.4 d = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
A.3 Geometr´ıa extr´ınseca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
A.4 n-Esferas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
Introduccio´n
El siglo pasado ha visto el nacimiento y triunfo de dos teor´ıas-marco de la F´ısica: la
Relatividad Especial y la Meca´nica Cua´ntica, fruct´ıferamente combinadas en las Teor´ıas
de Campos Relativistas que describen tres de las cuatro interacciones fundamentales de
la Naturaleza con un detalle y una precisio´n inconcebible para los propios pioneros. La
cuarta fuerza, la gravitacio´n, esta´ descrita por lo que parece simplemente una extensio´n de
la Relatividad Especial: la Relatividad General en la que se confunden las caracter´ısticas
de una teor´ıa-marco a cuyas reglas (covariancia general) deben adaptarse otras teor´ıas
espec´ıficas con las caracter´ısticas de una teor´ıa de la interaccio´n gravitatoria que afecta a
todas las formas de energ´ıa. De este doble cara´cter nacen la riqueza y todos los problemas
de interpretacio´n de esta teor´ıa y su posible versio´n cua´ntica.
As´ı, por ejemplo, es posible interpretar la Relatividad General como una teor´ıa que
determina consistentemente el espacio-tiempo en el que toda la F´ısica se desarrolla (ge-
ometrodina´mica) y tambie´n como una teor´ıa que describe la propagacio´n de un campo que
interactu´a de´bilmente con toda la materia y consigo mismo en un espacio-tiempo min-
cosquiano. Este segundo punto de vista surgio´ mucho despue´s del primero que es el origi-
nalmente adoptado por Einstein al proponer su teor´ıa y permitir´ıa, en principio, cuantizar
la gravitacio´n siguiendo las pautas generales de las Teor´ıas de Campos Relativistas.
No es nuestra intencio´n revisar aqu´ı la historia de los diferentes intentos de llevar a cabo
este programa que, aunque sin e´xito, no fueron infructuosos puesto que contribuyeron a
poner los fundamentos de la cuantizacio´n de las teor´ıas con invariancias locales. Lo que
nos interesa es sen˜alar que este camino lleva indisolublemente asociada la idea del cuanto
del campo gravitatorio: el gravito´n, una part´ıcula sin masa de esp´ın dos, que no aparece
en otras propuestas (gravitacio´n euclidiana, cuantizacio´n por bucles etc.) sobre las que
vamos a dar un salto en el tiempo y en el espacio de teor´ıas para llegar a las Teor´ıas
de Cuerdas, en cuyo espectro s´ı se encuentra. La importancia de este hecho es que una
part´ıcula sin masa de esp´ın dos es siempre un gravito´n, con acoplos que, a bajas energ´ıas,
son forzosamente los predichos por la Relatividad General, por lo que la Teor´ıa de Cuerdas,
originalmente utilizada para describir resonancias hadro´nicas, es una teor´ıa de gravitacio´n
cua´ntica, directa heredera de los primeros intentos de cuantizar la gravitacio´n.
A finales de la de´cada de los ochenta y principios de la de los noventa, se hab´ıa vuelto
un lugar comu´n el decir que la Teor´ıa de Cuerdas era la u´nica teor´ıa de gravitacio´n cua´ntica
consistente (ignorando problemas como la convergencia de las series perturbativas). Au´n
cuando ofrec´ıa ventajas como la finitud de los diagramas, no resolv´ıa ningu´n problema
ix
(aparte de la unificacio´n de las interacciones y part´ıculas elementales, y esto hasta cierto
punto) ni hac´ıa ninguna prediccio´n. Otras direcciones de investigacio´n basadas en el aspec-
to geome´trico de la gravitacio´n, sin embargo, hab´ıan dado como resultado que los agujeros
negros tienen entrop´ıa y temperatura y emiten radiacio´n como si fuesen objetos negros que
tienen esa temperatura, pero sin poder ofrecer una interpretacio´n de esa entrop´ıa ni del
mecanismo de radiacio´n y sin resolver el problema de la aparente pe´rdida de informacio´n
en el Universo implicada.
En la segunda mitad de los noventa, la comunidad de teo´ricos de cuerdas concen-
tro´ sus energ´ıas en la resolucio´n de estos problemas elaborando modelos de agujero negro
“cuerd´ıstico” en los que los grados elementales de libertad dieran cuenta de la entrop´ıa y de
la radiacio´n de los mismos. Para ello hubo que intensificar la investigacio´n en los aspectos
geometrodina´micos de la teor´ıa y hubo que hacer uso de nuevas herramientas: los objetos
extensos (p-branas etc.) y las dualidades. Hoy se puede decir que la Teor´ıa de Cuerdas ha
conseguido su primer e´xito con la elaboracio´n de estos modelos pues, si bien los modelos
describen so´lo ciertos tipos de agujeros (extremos y cuasi-extremos), no es menos cierto
que ninguna otra teor´ıa da mejores modelos.
En estas lecciones se pretende revisar los problemas de la entrop´ıa y la informacio´n
de los agujeros negros y co´mo son resueltos en ciertos casos por la Teor´ıa de Cuerdas, sin
hacer una innecesaria apolog´ıa de la misma. El lector/oyente debe de juzgar por s´ı mismo
si los resultados justifican los muchos esfuerzos honestos que se han hecho para llegar a
ellos o las afirmaciones un tanto temerarias de algunos de los l´ıderes de este campo.
Este resumen no es, ni mucho menos, el u´nico que existe sobre este tema y es obligado
mencionar aqu´ı a los ma´s sobresalientes, a los que debemos mucho. El ma´s completo de
todos, hasta la fecha, es el de Peet Ref. [1], que trata todos los temas de que vamos a hablar.
La tesis doctoral de J. Maldacena Ref. [2] es una buena introduccio´n pedago´gica y el de
Das y Mathur [3] es tambie´n razonablemente completo. Otros resu´menes interesantes por
su particular enfoque o como fuentes de bibliograf´ıa son Refs. [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12].
El plan general de estas lecciones es el siguiente: en la primera estudiaremos las ideas
ba´sicas de la termodina´mica de los agujeros negros, utilizando como ejemplos los agujeros
negros de Schwarzschild y de Reissner y Nordstro¨m. En la segunda leccio´n estudiaremos
estos mismos agujeros negros y otros ma´s generales desde el punto de vista de supersimetr´ıa
y supergravedad. En la tercera comenzaremos el estudio de las teor´ıas de cuerdas desde el
punto de vista de su accio´n efectiva y en la cuarta estudiaremos soluciones fundamentales
de estas acciones efectivas (que son acciones de supergravedad) y co´mo construir con ellas
soluciones de tipo agujero negro. Finalmente, en la quinta y u´ltima leccio´n veremos co´mo,
haciendo uso de las ideas desarrolladas en las lecciones anteriores, con la teor´ıa de cuerdas
explicamos la entrop´ıa de una solucio´n concreta de agujero negro en cuatro dimensiones.
El ape´ndice A contiene nuestros convenios de signatura, conexio´n, curvatura, ı´ndices
etc.
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Leccio´n 1
Termodina´mica y accio´n euclidiana
Introduccio´n
En esta primera leccio´n vamos a repasar ideas y resultados bien establecidos acerca de
la termodina´mica de los agujeros negros de Schwarzschild de Reissner y Nordstro¨m. El
agujero negro de Schwarzschild es el arquetipo de agujero negro esta´tico que se esperar´ıa
encontrar en el Universo a escala macrosco´pica y uno de los objetivos de cualquier candidato
a teor´ıa de gravitacio´n cua´ntica deber´ıa de ser el reproducir estos resultados cla´sicos a
partir de sus grados de libertad y principios fundamentales. El agujeros negro de Reissner
y Nordstro¨m es el arquetipo del agujero negro esta´tico que esta´ cargado con respecto a
otro campo (en este caso un campo electromagne´tico). Como tal, no es relevante a escalas
macrosco´picas, pues los objetos macrosco´picos tienden a ser ele´ctricamente neutros, pero
puede serlo a escalas microsco´picas. Precisamente, la teor´ıa de cuerdas es capaz de dar
una explicacio´n para el valor de la entrop´ıa de agujeros negros negros cargados en, o cerca
de, el l´ımite extremo que los agujeros negros de Schwarzschild no poseen.
Por razones de tiempo, y por ilustrar un me´todo algo menos convencional de calcular la
temperatura y la entrop´ıa de un agujero negro, vamos a hacerlo a` la Gibbons y Hawking1
[13]. Para ver una introduccio´n pedago´gica a la termodina´mica de los agujeros ma´s con-
vencional, se pueden consultar las lecciones de E. Verdager en esta escuela [15], los libros
sobre Teor´ıa Cua´ntica de Campos en espacios curvos [16, 17] el art´ıculo [18] y el excelente
libro de Novikov y Frolov [19]. Tambie´n son interesantes las lecciones de Townsend [20].
Para empezar, vamos a repasar las constantes y unidades relevantes en los problemas
que van a ocuparnos.
1.1 Preliminares
En d dimensiones, la accio´n de Einstein y Hilbert [21] para el campo gravitacional acoplado
a materia es [13, 22]
1Esta y otras referencias pueden encontrarse en Ref. [14].
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SEH[g] =
c3
16πG
(d)
N
∫
M
ddx
√
|g| R(g) + (−1)d c3
8πG
(d)
N
∫
∂M
dd−1ΣK + Smateria . (1.1.1)
R(g) es el escalar de Ricci de la me´trica gµν , G
(d)
N es la constante de Newton en d dimen-
siones, M es la variedad d-dimensional sobre la que integramos y ∂M es su frontera. K
es la traza de la curvatura extr´ınseca de ∂M (ve´ase el ape´ndice A.3). Finalmente
dd−1Σ ≡ n2dd−1Σρnρ ,
dd−1Σρ = 1
(d−1)!
√
|g|ǫρµ1···µd−1dx
µ1 ∧ . . . dxµd−1 ,
(1.1.2)
donde nµ es el vector unitario normal a ∂M.
Por definicio´n la me´trica gµν es adimensional y las coordenadas tienen dimensiones
de longitud. Las unidades de G
(d)
N en este sistema c 6= 1 son M−1Ld−1T−2. El factor
convencional de 16π esta´ asociado a unidades racionalizadas u´nicamente en d = 4. Con
estos convenios, la fuerza gravitacional entre dos masas m y M en el l´ımite niutoniano es
~F = −8(d− 3)πG
(d)
N mM
(d− 2)ωd−2
~xd−1
|~xd−1|d−1 , (1.1.3)
donde ωd−2 es el volumen de la (d− 2) esfera de radio unidad (ve´ase el Ape´ndice A.4).
En el exponente de la integral de Feynman
Z =
∫
Dg e+iSEH/~ , (1.1.4)
tendr´ıamos la combinacio´n adimensional
SEH
~
=
2π
ℓd−2Planck
∫
ddx . . . , (1.1.5)
donde
ℓd−2Planck
2π
=
16πG
(d)
N ~
c3
, (1.1.6)
es la longitud de Planck d-dimensional2. E´sta es la u´nica combinacio´n de las constantes
~, c, G
(d)
N con dimensiones de longitud. Sin embargo, si hay un objeto de masa M , hay dos
2A veces se usa la longitud de Planck reducida
−ℓPlanck =
ℓPlanck
2π
. (1.1.7)
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combinaciones ma´s con dimensiones de longitud: la longitud de onda Compton asociada al
objeto
−λCompton =
~
Mc
, (1.1.8)
que es de naturaleza puramente mecano-cua´ntica, y el radio de Schwarzschild o radio
gravitacional d-dimensional
Rs =
(
16πMG
(d)
N c
−2
(d− 2)ω(d−2)
) 1
d−3
, (1.1.9)
de naturaleza puramente gravitacional y cla´sica. −λCompton nos da una idea del “taman˜o
cua´ntico” y RS del “taman˜o gravitacional” de un objeto de masa M .
Con las constantes ~, c, G
(d)
N tambie´n se puede construir una combinacio´n con dimen-
siones de masa: la masa de Planck
MPlanck =
(
~
d−3
G
(d)
N c
d−5
) 1
d−2
, (1.1.10)
en te´rminos de la cual, el prefactor de la integral de Feynman es
c3
G
(d)
N ~
=
(
MPlanckc
~
)d−2
. (1.1.11)
Evidentemente, en el sistema natural de unidades ℓPlanck = 1/MPlanck.
Objetos cuya masa es del orden de la de Planck tienen una longitud de onda Compton
asociada que es del orden del radio de Schwarzschild del objeto que, a su vez es del orden
de la longitud de Planck:
M ∼MPlanck ⇒ −λCompton ∼ Rs ∼ ℓPlanck . (1.1.12)
Objetos con una masa mayor que la de Planck tienen una longitud de onda Compton
menor que su radio de Schwarzschild y se comportan como agujeros negros bien descritos
por la Relatividad General (RG), mientras que si su masa es menor, no estara´n local-
izados dentro de su radio de Schwarzschild y no se comportara´n como agujeros negros.
Adema´s a distancias menores que la longitud de Planck, los efectos cua´nticos empiezan a
ser importantes y la RG debe de ser reemplazada por una teor´ıa de gravitacio´n cua´ntica.
Como veremos, en la Teor´ıa de Cuerdas no hay una u´nica constante que juega los
papeles de constante de acoplo y escala de longitud, como en la RG, sino que hay dos
constantes: la constante de acoplo de la cuerda g y la longitud de la cuerda ℓs que se
combinan en la constante de Newton de acuerdo con Ec. (3.2.28), y debemos comparar el
radio de Schwarzschild de los objetos con ℓs, la escala a la que la Teor´ıa de Cuerdas como
teor´ıa de gravitacio´n cua´ntica sustituye a la RG.
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1.2 El agujero negro de Schwarzschild
Es una creencia firmemente establecida entre nuestra comunidad que los agujeros negros
macrosco´picos (objeto de estudio de la Astrof´ısica) son el punto final del colapso gravita-
cional y que, tras un periodo de tiempo ma´s o menos largo, el colapso gravitacional de
una estrella neutra y sin momento angular, produce un agujero negro de Schwarzschild
esta´tico y esfe´ricamente sime´trico. Nosotros vamos a estar interesados en agujeros negros
de diversos taman˜os, sin hacer referencia a su posible origen (primordial, cua´ntico...).
La me´trica del agujero negro de Schwarzschild es una solucio´n cla´sica de las ecuaciones
de Einstein en el vac´ıo
Rµν − 12gµνR = 0 .⇒ Rµν = 0 . (1.2.1)
Como es bien sabido, para resolver estas ecuaciones es necesario hacer un Ansatz para
la me´trica que las simplifique. En este caso queremos la me´trica que describe el espacio-
tiempo alrededor de un objeto esfe´ricamente sime´trico y en reposo (en cierto sistema de
coordenadas) y podemos suponer que la me´trica es esta´tica3 y esfe´ricamente sime´trica.
Una me´trica as´ı, siempre puede escribirse de esta forma4:
ds2 = W (r)(dct)2 −W−1(r)dr2 −R2(r)dΩ2(2) ,
dΩ2(2) = dθ
2 + sin2 θdϕ2 ,
(1.2.2)
donde W (r) y R(r) son dos funciones de la coordenada radial r a determinar y donde dΩ2(2)
es la me´trica de la 2-esfera unidad S2 (ve´ase el Ape´ndice A.4). Substituyendo este Ansatz
en las ecuaciones de Einstein, se encuentra inmediatemente una u´nica solucio´n de W y R
con dos constantes de integracio´n. Una de ellas se fija imponiendo que el espacio-tiempo
sea asinto´ticamente plano, es decir, que la me´trica se aproxime cuanto queramos a la de
Minkowski para valores suficientemente altos de la coordenada radial. Esto es lo mismo
que imponer que nuestra solucio´n describa un sistema aislado en el que la fuente del campo
esta confinada en una regio´n finita. La otra constante de integracio´n tiene dimensiones de
longitud y la denotamos por ω. El resultado es la solucio´n de Schwarzschild [23] en el
sistema de coordenadas de Schwarzschild {t, r, θ, ϕ}
ds2 = W (dct)2 −W−1dr2 − r2dΩ2(2) , W = 1 +
ω
r
. (1.2.3)
Veamos ahora algunas de las propiedades de esta solucio´n.
3Es decir: admite una vector de Killing temporal y el espacio-tiempo se puede foliar por hipersuperficies
de cara´cter espacial que son ortogonales a las o´rbitas del vector de Killing de forma que las hipersuperficies
se pueden etiquetar por el para´metro de estas o´rbitas.
4En esta seccio´n trabajamos en d = 4.
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1.2.1 Propiedades generales
1. La solucio´n de Schwarzschild es la u´nica solucio´n esfe´ricamente sime´trica (esta´tica
o no) de la ecuacio´n Rµν = 0. Este es el Teorema de Birkhoff [24]. Demostraciones
simples de este teorema se pueden encontrar en [25, 26].
2. La solucio´n de Schwarzschild es estable frente a pequen˜as perturbaciones gravita-
cionales y de otros campos externos [27]: las perturbaciones desaparecen con el tiem-
po, siendo transportadas por ondas (gravitacionales o de otro tipo) hacia el r → ∞
o r → 0.
3. La constante de integracio´n ω es, en principio, arbitraria. Su significado es el sigu-
iente: para valores de r muy grandes, donde el campo gravitacional es de´bil, las
trayectorias de las part´ıculas de prueba (geode´sicas de este espacio-tiempo) son aprox-
imadamente las o´rbitas keplerianas que describir´ıan esas mismas part´ıculas si estu-
viesen sometidas al campo gravitacional niutoniano producido por un objeto (puntual
o esfe´ricamente sime´trico) de masa
M = − ωc
2
2G
(4)
N
, ⇒ ω = −RS , (1.2.4)
situado en el origen de coordenadas. Por lo tanto, M se puede interpretar como la
masa del objeto descrito por la solucio´n de Schwarzschild. A veces recibe el nombre
de masa ADM, porque en la formulacio´n cano´nica de Arnowitt, Deser y Misner [28]
de la RG, aparece como la energ´ıa total, y se puede calcular usando la fo´rmula (c = 1)
M =
1
8πG
(4)
N
∫
S2
∞
d2Si (∂jgij − ∂igjj) , (1.2.5)
donde la integral se hace sobre la 2-esfera en el infinito definida por t = constante , r =
∞ y los ı´ndices i, j = 1, 2, 3 corresponden a las tres coordenadas espaciales.
4. Como conclusio´n de lo anterior, podemos decir que la solucio´n de Schwarzschild
describe el campo gravitacional creado por un objeto masivo, esfe´ricamente sime´trico
tal y como es visto por un observador alejado de tal objeto (pues esta´ en la regio´n
de vac´ıo) y esta´tico con respecto a tal objeto. A este observador esta´n ligadas las
coordenadas de Schwarzschild {t, r, θ, ϕ}.
5. Normalmente la me´trica de Schwarzschild se usa desde r =∞ hasta un determinado
valor de r = re y all´ı se continu´a (“pega”) con otras me´tricas esta´ticas y esfe´ricamente
sime´tricas que son soluciones de las ecuaciones de Einstein en presencia de materia
Rµν − 12gµνR =
8πG
(4)
N
c4
Tmateriaµν . (1.2.6)
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(soluciones de Schwarzschild interiores) que describen el espacio-tiempo en el interior
de diversas estrellas de radio re mientras que la solucio´n de Schwarzschild describe el
exterior de todas ellas (por el Teorema de Birkhoff)5
6. La me´trica es singular (es decir det gµν = 0 o ciertos componentes de la me´trica
divergen) en r = 0, RS. La solucio´n de Schwarzschild es f´ısicamente aceptable para
valores grandes de r, pero no podemos tomarla en serio ma´s alla´ de la ma´s externa
de estas singularidades r = RS.
Estas singularidades pueden ser f´ısicas o debidas a una eleccio´n inapropiada de co-
ordenadas (como es el caso de la singularidad en el origen de la me´trica euclidiana
en coordenadas esfe´ricas). Para determinar la naturaleza de estas singularidades, es
necesario hacer un ana´lisis de los invariantes de curvatura y de las geode´sicas de la
me´trica en r = 0, RS.
• Obviamente, R = 0 por doquier (pues la me´trica es solucio´n de Rµν = 0) ex-
cepto, quiza´, en r = 0, donde algunas funciones no son derivables. Examinando
invariantes de orden superior, que no son cero, se concluye que hay una singu-
laridad de curvatura en r = 0, pero no en r = RS.
• Si estudiamos el movimiento de observadores en ca´ıda libre en la direccio´n radial,
el resultado es que los observadores alcanzan el radio de Schwarzschild en un
tiempo propio finito, aunque, en tiempo de Schwarzschild t (el tiempo propio de
un observador en reposo) tarde un tiempo infinito. Esto, junto a la finitud de
las fuerzas de marea6 en r = RS sugiere que si utiliza´semos el tiempo propio del
observador en ca´ıda libre como coordenada, la me´trica resultante ser´ıa regular
ah´ı.
Esta es esencialmente la idea en que se basan las coordenadas de Eddington y Finkel-
stein [31, 32] {v, r, θ, ϕ} en las que la me´trica de Schwarzschild toma la forma
ds2 =
(
1− Rs
r
)
dv2 − 2dvdr − r2dΩ2(2) , (1.2.7)
donde la coordenada v viene dada en te´rminos de las t y r de Schwarzschild por
v = ct+ r +RS log |1− Rs
r
| , (1.2.8)
y es constante para geode´sicas radiales tipo luz (las trayectorias de fotones). La
me´trica es regular en la regio´n r > RS, pero tambie´n en 0 < r ≤ 0 (la singularidad
5Aunque esto es lo que uno esperar´ıa siempre, es notoria la ausencia de soluciones interiores de Kerr.
6Adema´s de ser finitas, son pequen˜as para espacios-tiempos de Schwarzschild con M grande. Sin
embargo, e´ste puede no ser un comportamiento universal [29, 30].
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en r = 0 permanece) y extienden anal´ıticamente la solucio´n de Schwarzschild a esta
regio´n, permitie´ndonos estudiar lo que pasa en r = RS.
Nosotros vamos a hacerlo usando las coordenadas de Kruskal y Szekeres [33, 34]
{T,X, θ, ϕ} que proporcionan la ma´xima extensio´n anal´ıtica del espacio-tiempo de
Schwarzschild (cuadrante I la Figura 1.1), incluyendo nuevas regiones (cuadrantes II,
II y IV). La me´trica de Schwarzschild en estas coordenadas es
ds2 =
4R3Se
−r/RS
r
[
(d cT )2 − dX2]− r2dΩ2(2) , (1.2.9)
donde r es una funcio´n de T y X dada impl´ıcitamente por las transformaciones de
coordenadas entre el par (t, r) y el (T,X):
(
r
RS
− 1
)
er/RS = X2 − c2T 2 ,
(1.2.10)
ct
RS
= ln
(
X + cT
X − cT
)
= 2 arcth (cT/X) . (1.2.11)
T
V
X
U
r=constant
t=constant
r=0
r=0
r=2M, t=- 8
r=2M, t= 8
III
IV
I
II
Figura 1.1: El espacio-tiempo de Schwarzschild en coordenadas de Kruskal y Szekeres.
Cada punto representa una 2-esfera de radio r.
En la Figura 1.1) esta´ representado el espacio-tiempo de Schwarzschild en el plano
T,X. Cada punto corresponde a una esfera de radio r(T,X). El tiempo de Schwarzschild
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t es una coordenada angular en este diagrama y las l´ıneas de radio constante se ase-
mejan a hipe´rbolas que se unen asinto´ticamente a las rectas X = ±T . En este
diagrama, los conos de luz son exactamente como en el espacio de Minkowski, con
las geode´sicas tipo luz formando un a´ngulo de π/4 con los ejes de coordenadas.
Hay tres puntos de particular intere´s para nosotros:
(a) En r = 0 (que en este diagrama es una hipersuperficie tridimensional de tipo
espacio) seguimos encontrando la singularidad, como era de esperar.
(b) La hipersuperficie t = +∞, r = RS llamada horizonte de eventos, que es de tipo
luz, so´lo se puede atravesar en un sentido (hacia el cuadrante II) y divide al
espacio-tiempo de Schwarzschild en un interior en el que esta´ la singularidad
y del que no puede llegar ninguna sen˜al al exterior. Por eso se le da al objeto
descrito por la solucio´n completa de Schwarzschild (sin solucio´n interior que cor-
responda a una estrella) el nombre de agujero negro. Obse´rvese que la existencia
del horizonte que nos separa de la singularidad depende de que la masa M sea
positiva.
(c) La hipersuperficie t = −∞, r = RS so´lo se puede atravesar en desde el cuadrante
III al I. Un observador en ese cuadrante puede ver todo tipo de objetos prove-
nientes de ese cuadrante y por ello se dice que esta parte del espacio-tiempo es
un agujero blanco.
7. Sabemos que en el Universo hay muchos objetos cuyo campo gravitacional externo
esta´ bien descrito por la parte r > RS de la me´trica de Schwarzschild, pero ¿que´ tipo
de objeto da lugar a la me´trica incluyendo la regio´n r ≤ RS, es decir, la me´trica del
agujero negro?
Para responder a esta pregunta nos vemos forzados a inventar un nuevo objeto: el
agujero negro que es, por definicio´n el objeto cuya me´trica posee como caracter´ıstica
principal un horizonte de eventos.
¿Co´mo se originan los agujeros negros (si es que los hay) en el Universo? En el
libro de Thorne [35] se narra co´mo en un proceso que duro´ casi cincuenta an˜os, la
comunidad cient´ıfica llego´ a la conclusio´n de que los agujeros negros pod´ıan originarse
en el colapso gravitacional de estrellas muy masivas y que, adema´s, este colapso
es inevitable si la estrella tiene una masa varias veces la del Sol. Adema´s se ha
considerado la posibilidad de que se formen en feno´menos violentos como el Big
Bang (agujeros negros primordiales).
Evidentemente este espacio-tiempo completo no puede surgir del colapso gravita-
cional de ningu´n objeto. Se dice que representa un agujero negro eterno. La Figu-
ra 1.2 describe la formacio´n de un agujero negro de Schwarzschild por colapso grav-
itacional en coordenadas de tipo Kruskal-Szekeres. No hay agujero blanco ni las
regiones III y IV. El agujero negro aparece cuando la estrella se contrae por debajo
de su radio gravitacional.
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I
II
r=2M
r=0
Figura 1.2: Espacio-tiempo del colapso gravitacional de una estrella.
8. Para estudiar las relaciones de causalidad en este espacio-tiempo so´lo se necesita la
estructura de los conos de luz. Esta estructura es preservada por transformaciones
conformes de la me´trica. Se puede hacer una transformacio´n conforme que “traiga el
infinito a una distancia finita” en la me´trica transformada. El diagrama resultante
(Figura 1.3) es un diagrama de Penrose y en e´l es fa´cil identificar horizontes y ver
que´ pasa cuando prolongamos infinitamente las geode´sicas. Por ejemplo, vemos que
cualquier geode´sica que atraviese el horizonte de eventos desde el cuadrante I cae
inevitablemente en la singularidad.
+
-
I 0 I 0
I +
I -
I +
I -
I
II
III
IV0
-
+
*
*
*
*
*
Figura 1.3: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de Schwarzschild.
9. Cuando M es negativa, no hay horizonte que impida que la singularidad en r = 0
sea “vista” por observadores externos (la singularidad esta´ desnuda). El diagrama
de Penrose correspondiente esta´ en la Figura 1.4).
Esto plantea numerosos problemas y para evitarlos podemos aducir que esta situacio´n
nunca se va a originar en el colapso gravitacional de una estrella ordinaria (o de
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materia con propiedades de positividad de su tensor energ´ıa-momento f´ısicamente
aceptables). Esta es la esencia de la hipo´tesis del censor co´smico de Penrose. Esta
hipo´tesis esta´ fuertemente relacionada con la positividad de la energ´ıa: dado que la
energ´ıa de ligadura gravitatoria es negativa, cuando una nube de materia empieza
a comprimirse bajo el efecto de su propia gravitacio´n, su energ´ıa total disminuye y
podr´ıa llegar a ser negativa. Antes de que esto ocurra, ha de formarse un horizonte
de eventos.
-
+
I 0r=0
Figura 1.4: El diagrama de Penrose del espacio-tiempo t´ıpico de una singularidad desnuda.
Obse´rvese que la singularidad es de tipo tiempo.
10. Adema´s del agujero negro de Schwarzschild, debe de haber otros tipos de agujeros
negros: aquellos correspondientes a estadios intermedios del colapso gravitacional de
una estrella, o aquellos que resultan de perturbar un agujero negro de Schwarzschild.
Adema´s, dado que hay muchos posibles estados de una estrella, parece lo´gico pensar
que su colapso gravitacional debe de dar lugar a agujeros negros distintos.
El ana´lisis de las perturbaciones del agujero negro de Schwarzschild [36, 37] de-
muestra, al contrario, que, tras un tiempo suficientemente largo, el agujero negro
acaba siendo el de Schwarzschild7 , descrito u´nicamente por la masa M , indepen-
dientemente del estado inicial del colapso gravitacional o de la perturbacio´n a que
haya sido sometido. Todos los momentos multipolares del campo gravitacional8 o
del campo electromagne´tico9 son radiados al infinito de forma que el agujero negro
resultante es siempre un agujero negro de Schwarzschild (M 6= 0, Q, J = 0), Kerr
(M,J 6= 0, Q = 0) o de Kerr y Newmann (M,J,Q 6= 0). En el caso de un campo
escalar, todos su momentos son radiados.
7O el de Kerr, descrito u´nicamente por la masa M y el momento angular J . Por simplicidad, vamos a
ignorar en la mayor parte de nuestra discusio´n el momento angular.
8Cuadrupolar y superiores. El monopolar es la masa M y el dipolar el momento angular J .
9Dipolar y superiores, El monopolar es la carga ele´ctrica Q.
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Sin embargo, podr´ıa haber soluciones de tipo agujero negro con estos momentos o
con un campo escalar, aunque no se pudieran generar por colapso gravitacional. Pero
se puede demostrar que no existen (teoremas de unicidad: dos referencias generales
son [38, 39]), y que el u´nico agujero negro sin momento angular u otros campos
externos es el de Schwarzschild [40], sin momento angular pero con carga ele´ctrica
es el de Reissner y Nordstro¨m [41] y con masa y momento angular es el de Kerr
[42, 43]. Adema´s, no hay agujeros negros con un campo escalar que no sea constante10
[44, 45, 46, 47].
Esto no quiere decir que no haya soluciones con momentos superiores de los campos
gravitacionales o electromagne´ticos o que no haya soluciones con campos escalares
no-triviales. Las hay, pero no son agujeros negros y tienen singularidades desnudas.
Un ejemplo de familia de soluciones esta´ticas y esfe´ricamente sime´tricas con un campo
escalar no-trivial es [48, 49] (c = G
(4)
N = 1):
ds2 = W
2M
ω
−1Wdt2 −W 1− 2Mω
[
W−1dr2 + r2dΩ2(2)
]
,
ϕ = ϕ0 +
Σ
ω
lnW ,
W = 1 +
ω
r
, ω = ±2√M2 + Σ2 .
(1.2.12)
Las soluciones de esta familia vienen dadas por tres para´metros completamente inde-
pendientes: la masaM , la carga escalar Σ y el valor del escalar en el infinito ϕ0. Este
u´ltimo no es un para´metro dina´mico y no esta´ excluido por los resultados anteriores,
pero Σ s´ı. Sin embargo, la u´nica solucio´n de esta familia que es un agujero negro es
la que tiene Σ = 0 (Schwarzschild)11 .
La conclusio´n es que no puede haber agujeros negros que tengan otras caracter´ısticas
(“pelos”) distintas deM,J,Q (y, en general, cargas conservadas localmente). Aunque
esto no ha sido completamente demostrado para todos los casos [50, 51], hay un
consenso general sobre que los agujeros negros estacionarios no tienen pelos [52]. Nos
gustar´ıa hacer dos comentarios a esta afirmacio´n:
(a) Dado que la presencia de pelos esta´ asociada a la ausencia de un horizonte de
eventos, esta conjetura de que los agujeros negros no tiene pelos, esta´ ı´ntima-
mente ligada a la del censor co´smico: en el colapso gravitacional, para que se
forme un horizonte, han de desaparecer por radiacio´n todos los momentos supe-
riores de los campos presentes. La censura co´smica esta´ ligada a la positividad
10Esta afirmacio´n sera´ matizada y precisada ma´s adelante.
11Aqu´ı tenemos tambie´n un primer ejemplo de un feno´meno que os encontraremos a menudo: la familia
de soluciones depende de para´metros continuos, pero las propiedades f´ısicas no son funciones continuas de
esos para´metros.
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de la energ´ıa y, de hecho, hay agujeros negros con pelo escalar si se permite que
el campo escalar tenga energ´ıa negativa. Agujeros negros no estacionarios con
pelo escalar de energ´ıa positiva existen [53], pero las conjeturas sobre censura
co´smica y calvicie nos dicen que deben de evolucionar de forma que el pelo de-
saparezca por radiacio´n antes de llegar a un estado estacionario. Esto es posible
porque la “carga escalar” no esta´ sujeta a una ley de conservacio´n.
(b) Dado que a trave´s del colapso gravitacional de muchos sistemas distintos se llega
siempre a los mismos agujeros negros caracterizados por muy pocos para´metros,
cabe preguntarse que´ ha pasado con toda la informacio´n sobre el estado orig-
inal del sistema (el problema de la informacio´n) y cabe atribuir a los agujeros
negros una entrop´ıa muy grande que deber´ıamos poder calcular si conocie´semos
los estados del agujero negro (el problema de la entrop´ıa). Para resolver estos
problemas necesitamos una teor´ıa cua´ntica de la gravitacio´n.
11. El horizonte de eventos es una hipersuperficie de tipo luz cuyas secciones de t con-
stante tienen la topolog´ıa de una 2-esfera. Esta es la u´nica topolog´ıa permitida por
los teoremas de censura topolo´gica Refs.[54, 55] que, como siempre, utilizan como
hipo´tesis condiciones de positividad de la energ´ıa. No es, por lo tanto, sorprendente
que en presencia de una constante cosmolo´gica negativa se posible encontrar agu-
jeros negros topolo´gicos cuyos horizontes pueden tener la topolog´ıa de una superficie
de Riemann compacta cualquiera [56].
12. El a´rea de las secciones de t constante del horizonte de eventos es
A =
∫
r=RS
dθdϕ r2 = 4πR2S . (1.2.13)
Hawking demostro´ en Ref. [57] que las ecuaciones de Einstein implican que A nunca
disminuye con el tiempo. Adema´s, si dos agujeros negros se unen, el a´rea del agujero
negro resultante es mayor que la suma de los de los dos iniciales.
Hay una clara analog´ıa entre A y la entrop´ıa de un sistema termodina´mico [61, 62,
63, 64, 65], aunque, de momento, esto podr´ıa ser so´lo una coincidencia.
13. La gravedad superficial κ del horizonte es una cantidad que es constante sobre todo
e´l (tambie´n en casos ma´s generales [58, 59, 60]). En esto es similar a la temperatura
de un sistema en equilibrio termodina´mico. F´ısicamente es la fuerza que hace falta
ejercer en el infinito para mantener una unidad de masa en reposo cuando r → RS y
tiene dimensiones de aceleracio´n LT−2. Se puede calcular usando la fo´rmula
κ2 = −1
2
(∇µkν)(∇µkν)|horizonte , (1.2.14)
donde kµ es el vector de Killing temporal que es normal al horizonte (o, mejor, a
sus secciones t constante). En el caso de me´tricas esfe´ricamente sime´tricas, que se
pueden escribir de esta forma
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ds2 = gtt(r)dt
2 + grr(r)dr
2 − r2dΩ2(2) , (1.2.15)
kµ = δµt y
κ = 1
2
∂rgtt√−gttgrr , (1.2.16)
que, para Schwarzschild vale
κ =
c4
4G
(4)
N M
. (1.2.17)
1.2.2 Termodina´mica
En la seccio´n anterior hemos visto que, de acuerdo con las ecuaciones de Einstein, hay dos
magnitudes, el a´rea A y la gravedad superficial κ del horizonte de un agujero negro que
se comportan en ciertos aspectos como la entrop´ıa S y la temperatura T de un sistema
termodina´mico. Desde este punto de vista, los teoremas de Hawking sobre el [57] se pueden
interpretar como partes de la segunda ley de la Termodina´mica de los agujeros negros.
En un sistema termodina´mico S, T y la energ´ıa E esta´n relacionadas por la primera ley
de la Termodina´mica:
dE = TdS . (1.2.18)
Si hemos de tomar completamente en serio la analog´ıa termodina´mica es necesario
demostrar que κ y A esta´n relacionados con el ana´logo de la energ´ıa E (que en un agujero
negro es, evidentemente Mc2) de la misma forma:
dM ∼ 1
G
(4)
N
κdA . (1.2.19)
Sorprendentemente, esta relacio´n es correcta. El coeficiente de proporcionalidad se
puede calcular [61, 62, 66] y la primera ley de la Termodina´mica de los agujeros negros
toma la forma
dM = 1
8πG
(4)
N
κdA . (1.2.20)
Una versio´n integral de esta relacio´n de puede comprobar inmediatamente para Schwarzschild:
la fo´rmula de Smarr [66]
M = 1
4πG
(4)
N
κA . (1.2.21)
Estas dos relaciones, convenientemente generalizadas para tener en cuenta otras canti-
dades conservadas (momento angular y carga ele´ctrica), siguen siendo ciertas bajo condi-
ciones muy generales [60] (ve´anse tambie´n [67, 68, 69]).
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Este sorprendente conjunto de analog´ıas sugiere la identificacio´n de A y κ con la en-
trop´ıa y la temperatura del agujero negro. Estimulados por estas ideas, los autores de
Ref. [60] aventuraron, dando algunos argumentos, que tambie´n hay una tercera ley de la
Termodina´mica de los agujeros negros: “es imposible reducir κ a cero a trave´s de una se-
cuencia finita de operaciones”. Varios ejemplos espec´ıficos fueron estudiados por Wald en
Ref. [70] Discutiremos esta ley ma´s a fondo cuando estudiemos el agujero negro de Reissner
y Nordstro¨m.
Sin embargo, estas analog´ıas no son suficiente para establecer una identificacio´n com-
pleta. Los propios autores de Ref. [60] dicen
It can be seen that κ
8π
is analogous to the temperature in the same way that A
is analogous to the entropy. It should however be emphasized that κ
8π
and A are
distinct from the temperature and entropy of the BH.
In fact the effective temperature of a BHs is absolute zero. One way of seeing
this is to note that a BH cannot be in equilibrium with black body radiation at
any non-zero temperature, because no radiation could be emitted from the hole
whereas some radiation would always cross the horizon into the BH.
Por otro lado, en las identificaciones A ∼ S , κ ∼ T hay que determinar el valor de las
constantes de proporcionalidad.
El descubrimiento de Hawking [71] de que, la existencia de un horizonte de eventos en
un espacio-tiempo en el que hay campos cua´nticos 12, hace que los agujeros negros irradien
cuantos de estos campos con el espectro de energ´ıas de un agujero negro con temperatura13
T =
~κ
2πc
, (1.2.22)
cambio´ radicalmente esta situacio´n pues desaparece el obsta´culo mencionado en [60] y la
constante de proporcionalidad entre κ y T queda completamente determinada y, por lo
tanto
S =
Ac3
4~G
(4)
N
, (1.2.23)
que se puede reescribir as´ı:
S =
1
32π2
A
ℓ2Planck
, (1.2.24)
12El ca´lculo original de Hawking es semicla´sico: la me´trica es cla´sica y so´lo los otros campos son
cuantizados. El horizonte (la me´trica) da lugar a la radiacio´n, pero no se tiene en cuenta la reaccio´n de
la me´trica frente a la radiacio´n. Por otro lado, es va´lido para todos los agujeros de la familia de Kerr y
Newmann con M,J,Q.
13En nuestras unidades, la constante de Boltzmann kB = 1 y adimensional, con lo que T tiene dimen-
siones de energ´ıa y S es adimensional.
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esto es: esencialmente el a´rea del horizonte medido en unidades planquianas. Obse´rvese
que la presencia de ~ en T pone de manifiesto su origen mecano-cua´ntico. Este es un
nu´mero enorme para agujeros negros astrof´ısicos, como cab´ıa esperar de los argumentos
que dimos cuando discutimos la pilosidad de los agujeros negros.
En particular, para el agujero de Schwarzschild tenemos (ve´anse las Figuras 1.5 y 1.6)
T =
~c3
8πG
(4)
N M
, S =
4πG
(4)
N M
2
~c
, (1.2.25)
y la primera ley de la termodina´mica de los agujeros negros y la fo´rmula de Smarr toman
la forma
dMc2 = TdS , Mc2 = 2TS . (1.2.26)
La termodina´mica de los agujeros negros presenta varios problemas o peculiaridades:
M
T
Figura 1.5: T como funcio´n de M para el agujero negro de Schwarzschild.
S
M
Figura 1.6: S frente a M para el agujero negro de Schwarzschild.
1. La temperatura del agujero negro de Schwarzschild BH (y de todos los agujeros negros
conocidos, lejos del l´ımite extremo, si lo hay) disminuye cuando la mas aumenta
(Figura 1.5) y, por o tanto tiene un calor espec´ıfico negativo (Figura 1.7):
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C−1 =
∂T
∂M
=
−~c3
8πG
(4)
N M
2
< 0 , (1.2.27)
M
C
Figura 1.7: El calor espec´ıfico C como funcio´n de M para un agujero negro de
Schwarzschild.
y se enfr´ıan al absorber masa. Por esto, un agujero negro no puede ponerse en
equilibrio con una fuente de calor infinita.
2. La temperatura crece cuando la masa decrece (en la evaporacio´n por radiacio´n de
Hawking, por ejemplo, lo que aumenta la radiacio´n) y diverge cuando la masa tiende
a cero14. Las etapas finales de la evaporacio´n de Hawking de un agujero negro aislado
ser´ıan explosivas. Al mismo tiempo, cuando el RS se acerca a su longitud de Compton
(su masa es del orden de MPlanck), los efectos de gravedad cua´ntica empiezan a ser
muy importantes y determinan (no sabemos co´mo) el destino final del agujero negro.
3. Si un agujero negro puede radiar, su entrop´ıa puede disminuir. Sin embargo la
entrop´ıa total (agujero ma´s radiacio´n) siempre crece. Este resultado se conoce a
veces como la segunda ley de la termodina´mica de los agujeros negros generalizada.
4. Volviendo al problema de la informacio´n en los agujeros negros, la radiacio´n de Hawk-
ing parece no tener ma´s informacio´n que los datos M,J,Q (como el agujero negro)
pero cabe preguntarse si la contendr´ıa en el caso de que fue´semos capaces de hacer
el ca´lculo cua´ntico completo del colapso gravitacional y la evaporacio´n. Esta es la
creencia de ’t Hooft, Susskind y otros que consideran un agujero negro es un sis-
tema f´ısico (cua´ntico) ma´s y que si entra informacio´n en el colapso gravitacional,
14Justo cuando el espacio-tiempo es el de Minkowski. Este es un segundo ejemplo del feno´meno que
comentamos en la nota 11.
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e´sta vuelve a salir con la radiacio´n de Hawking, como en cualquier experimento de
dispersio´n de los que se llevan a cabo en los aceleradores de part´ıculas y que la teor´ıa
cua´ntica de la gravitacio´n es una teor´ıa unitaria.
Si la radiacio´n de Hawking no contiene ninguna informacio´n, entonces, si el agu-
jero negro se evapora indefinidamente, la informacio´n sobre el estado inicial que dio
origen al agujero negro se pierde totalmente y la teor´ıa cua´ntica de la gravitacio´n
es necesariamente no-unitaria, a diferencia de todas las dema´s teor´ıas de l F´ısica.
E´ste es el punto de vista de Hawking. Hay un tercer grupo minoritario que propone
que la informacio´n permanece dentro del agujero negro y que la evaporacio´n deja un
remanente que contiene esta informacio´n15.
No hay ningu´n resultado concluyente sobre el problema de la informacio´n en los
agujeros negros. En los modelos basados en la Teor´ıa de Cuerdas que vamos a explicar
aqu´ı, los agujeros negros son sistemas mecano-cua´nticos normales y la informacio´n
se recupera (aunque sea tras un tiempo muy largo).
Tambie´n debemos de mencionar una cuarta posibilidad poco explorada pero que,
hasta cierto punto, concuerda con los resultados cla´sicos sobre la estabilidad de los
agujeros negros: la informacio´n nunca entra en el agujero negro.
5. En cuanto al problema de la entrop´ıa de los agujeros negros, en el conjunto micro-
cano´nico, la entrop´ıa de un sistema es
S(E) = log ρ(E) , (1.2.28)
donde ρ(E) es la densidad de estados cuya energ´ıa es E. Si un agujero negro es
un sistema cua´ntico ma´s con E = M , una buena teor´ıa cua´ntica de la gravitacio´n
deber´ıa de permitirnos calcular ρ(M), (y, por lo tanto, S) con el conocimiento de los
grados de libertad fundamentales de la teor´ıa. Para el agujero negro de Schwarzschild
en particular S ∼M2 y
ρ(M) ∼ eM2 , (1.2.29)
que es un nu´mero enorme de estados para un agujero negro de una masa solar: 1010
78
.
Como vamos a ver, la Teor´ıa de Cuerdas nos va a permitir calcular la entrop´ıa y la
radiacio´n de Hawking de ciertos agujeros negros a partir del conocimiento de sus microes-
tados asociados, resolviendo (hasta cierto punto) los problemas de la informacio´n y de la
entrop´ıa. Estos agujeros negros son tratados como sistemas cua´nticos ordinarios, unitarios,
lo que apoya las tesis de ’t Hooft.
15En ciertos modelos el remanente sale de nuestro universo creando un universo bebe´.
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Gravitacio´n euclidiana
Es posible calcular la temperatura y la entrop´ıa de un agujero negro por el me´todo de la
integral de Feynman euclidiana propuesto por Gibbons y Hawking [13, 72].
Para estudiar un sistema termodina´mico, primero se calcula un potencial termodina´mi-
co. Si el sistema posee varias cargas conservadas Ci (cuyos potenciales asociados son µi),
en conveniente trabajar en el conjunto cano´nico grande, cuyo objeto fundamental es la
gran funcio´n de particio´n Z
Z = Tr e−(H−µiCi)/T . (1.2.30)
El potencial termodina´mico W
W = E − TS − µiCi , (1.2.31)
esta´ relacionado con Z por
e−βW = Z . (1.2.32)
Todas las propiedades termodina´micas del sistema se pueden obtener de Z. En partic-
ular, la entrop´ıa
S =
1
T
(E − µiCi) + logZ . (1.2.33)
Ahora queremos calcular la gran funcio´n de particio´n te´rmica de la gravitacio´n, calcu-
lando la integral de Feynman de la accio´n de Einstein y Hilbert euclidiana S˜EH dada en
Ec. (1.1.1)
Z =
∫
Dg e−S˜EH/~ , (1.2.34)
donde hay que sumar sobre todas las me´tricas euclidianas perio´dicas en una direccio´n (que
interpretamos como el tiempo euclidiano) con periodo β = ~c/T . La u´nica modificacio´n
que hay que hacer a la accio´n de Einstein y Hilbert cla´sica Ec. (1.1.1) es la adicio´n de un
te´rmino de frontera que sirve para normalizar la accio´n: la hace cero cuando se sustituye
la solucio´n de vac´ıo (el espacio euclidiano). La accio´n completa es, pues [13]
SEH [g] =
c3
16πG
(4)
N
∫
M
d4x
√
|g| R + c
3
8πG
(4)
N
∫
∂M
(K −K0) , (1.2.35)
donde K0 se calcula sustituyendo la me´trica de vac´ıo en la expresio´n de K.
La integral de Feynman se calcula ahora semicla´sicamente utilizando la aproximacio´n
de “punto de silla de montar” (a partir de este momento tomamos ~ = c = G
(4)
N = 1 por
simplicidad)
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Z = e−S˜EH(on−shell) . (1.2.36)
Pasamos ahora a discutir la solucio´n euclidiano cla´sica con una direccio´n perio´dica que
debemos sustituir en la accio´n.
La solucio´n de Schwarzschild euclidiana
La solucio´n de Schwarzschild euclidiana (signatura (−,−,−,−) en nuestro caso) que se
obtiene haciendo una rotacio´n de Wick τ = it en la solucio´n lorenciana es real y resuelve
las ecuaciones de Einstein. Si utilizamos las coordenadas de Kruskal y Szekeres (KS)
{T,X, θ, ϕ}, tenemos que definir el tiempo KS euclidiano T = iT . La rotacio´n de Wick
tiene importantes efectos: la relacio´n entre la coordenada radial de Schwarzschild r y T,X
es (
r
RS
− 1
)
er/RS = X2 − T 2 . (1.2.37)
EL lado izquierdo es mayo que −1 y es por ello que las coordenadas X, T tambie´n
cubren el interior del horizonte. Sin embargo, en te´rminos de T(
r
RS
− 1
)
er/RS = X2 + T 2 > 0 , (1.2.38)
y el interior r < RS no esta´ cubierto por las coordenadas KS euclidianas. Por otro lado, la
relacio´n entre el tiempo de Schwarzschild t (que, recordemos, aparec´ıa en el diagrama de
la Figura 1.1 como una coordenada angular) y X, T
X + T
X − T = e
t/RS , (1.2.39)
se transforma en
X − iT
X + T = e
−2i Arg(X+iT ) = e−iτ/RS . (1.2.40)
Dado que Arg(X+ iT ) ∈ [0, 2π] (que debe ser tomado como un c´ırculo), por consisten-
cia, para evitar singularidades co´nicas, τ debe de ser una coordenada perio´dica con periodo
8πM . Este periodo puede interpretarse como el inverso de la temperatura β, y coincide
con el valor de la temperatura de Hawking.
Por esta razo´n, podemos utilizar la solucio´n de Schwarzschild euclidiana para calcular
la funcio´n de particio´n te´rmica. Esta me´trica cubre so´lo el exterior del agujero negro (la
regio´n I de la Figura 1.1). La parte X, T de la me´trica describe un “cigarro” semi-infinito
(veces una 2-esfera) que va del horizonte al infinito. La topolog´ıa de la solucio´n es R2×S2
En la pra´ctica no necesitamos usar realmente la me´trica euclidiana, sino tan so´lo la la
informacio´n sobre la periodicidad del tiempo euclidiano y sobre la regio´n de integracio´n,
de forma que sustituimos de nuevo −S˜EH(on − shell) por +iSEH(on− shell) puesto que
dan el mismo resultado una vez tenidos en cuenta los datos anteriores.
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Los te´rminos de frontera
Como la solucio´n de Schwarzschild euclidiana es una solucio´n de vac´ıo, tiene R = 0 y
u´nicamente contribuyen a la accio´n los te´rminos de frontera.
La u´nica frontera de esta solucio´n es r →∞, que vamos a describir como la hipersuper-
ficie r = r0 cuando la constante r0 tiende a infinito. El vector normal a las hipersuperficies
r = r0 es nµ ∼ ∂µ(r − r0) = δµr, y, normalizado (nµnµ = −1) y dotado del signo correc-
to para que apunte hacia r creciente es, para cualquier me´trica esta´tica y esfe´ricamente
sime´trica Ec. (1.2.15)
nµ = − δµr√−n2 = −
√−grrδµr , (1.2.41)
y la me´trica inducida sobre las hipersuperficies r = r0 es para me´tricas esta´ticas y esfe´ri-
camente sime´tricas generales Ec. (1.2.15)
ds2(3) = hµνdx
µdxν = gttdt
2 − r2dΩ2(2)
∣∣
r=r0
. (1.2.42)
La derivada covariante de nµ es
∇µnν = −
√−grr
{
δµrδνr∂r log
√−grr − Γµνr
}
, (1.2.43)
y la traza de la curvatura extr´ınseca de las hipersuperficies r = r0 es
K = hµν∇µnν = 1√−grr
{
1
2
∂r log gtt +
2
r
}∣∣∣∣
r=r0
. (1.2.44)
El regulador K0 es
K0 = 2
r
∣∣∣∣
r=r0
. (1.2.45)
Por otro lado, para cualquier me´trica esta´tica, esfe´ricamente sime´trica y asinto´ticamente
plana, para r grande
gtt ∼ 1− 2M
r
, grr ∼ −
(
1 +
2M
r
)
, (1.2.46)
de forma que el integrando sobre la frontera
(K −K0)|r=r0 ∼ −
M
r20
. (1.2.47)
Finalmente, tenemos
i
8π
∫
r0→∞
d3x
√
|h| (K −K0) = lim
r0→∞
i
8π
∫ −iβ
0
dt
∫
S2
dΩ2r20
√
gtt(r0) (K −K0)
= lim
r0→∞
β
2
r20 (K −K0) = −
βM
2
. (1.2.48)
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Este resultado es va´lido para cualquier agujero negro esta´tico, esfe´ricamente sime´trico
y asinto´ticamente plano. Para Schwarzschild β = 8πM y, usando las ecuaciones (1.2.33) y
(1.2.36) encontramos para la entrop´ıa, como antes
S = βM + logZ = βM
2
= 4πM2 . (1.2.49)
1.3 El agujero negro de Reissner y Nordstro¨m
1.3.1 El sistema de Einstein y Maxwell
La accio´n que describe a la gravedad acoplada a un campo vectorial abeliano Aµ es la de
Einstein y Maxwell (EM)16:
SEM [g, A] = SEH [g] +
1
c
∫
ddx
√|g| [−1
4
F 2
]
,
(1.3.2)
donde
Fµν = 2∂[µAν] , (1.3.3)
es el tensor intensidad de campo, invariante bajo las transformaciones gauge
A′µ = Aµ + ∂µΛ , (1.3.4)
y donde F 2 ≡ FµνF µν . Obse´rvese que no hay materia cargada en este sistema y por ello
no hay constante de acoplo ni unidad de carga definidas.
Las ecuaciones de movimiento son
Rµν − 12gµνR−
8πG
(4)
N
c3
Tµν = 0 , (1.3.5)
∇µF µν = 0 , (Ley de Gauss) (1.3.6)
donde Tµν es el tensor energ´ıa-momento del campo vector (sin traza en d = 4)
16En esta seccio´n utilizamos el sistema de Heaviside en el que la fuerza entre dos cargas es
1
4π
q1q2
r212
. (1.3.1)
En el sistema de Gauss (que es un sistema racionalizado) se reemplaza el prefactor 1/4c por 1/16πc y el
factor 4π desaparece de la ley de Coulomb. Despue´s introduciremos otro sistema en el que trabajaremos
usualmente, con c = 1, reemplazando 1/4c por 1/64πG
(4)
N .
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Tµν =
−2c√|g| δSM [A]δgµν = FµρFνρ − 14gµνF 2 . (1.3.7)
Las ecuaciones esta´n escritas en te´rminos de F , pero la variable fundamental es A y
tenemos que asegurarnos de que, dado F , existe el A del que procede a trave´s de Ec. (1.3.3).
La condicio´n para que esto ocurra es la identidad de Bianchi17
∇µ⋆F µν = 0 . (Identidad de Bianchi) (1.3.9)
En d = 4, el par de ecuaciones (1.3.6) y (1.3.9) es invariante bajo el intercambio de
F por ⋆F (⋆⋆F = −F ), que tambie´n deja invariante Tµν . Esta es una transformacio´n de
dualidad ele´ctrico-magne´tico que estudiaremos ma´s tarde en Sec. 1.3.5.
Para finalizar, en el lenguaje de formas diferenciales, los campos se definen
A ≡ Aµdxµ , F = 12Fµνdxµ ∧ dxν ≡ dA , (1.3.10)
y la Ley de Gauss y la identidad de Bianchi se escriben
d⋆F = 0 , dF = 0 .
(
∂[αFβγ] = 0
)
. (1.3.11)
y la invariancia de F bajo las transformaciones gauge δA = dΛ es consecuencia de d 2 = 0.
La carga ele´ctrica
Para definir la carga ele´ctrica, acoplamos el campo de Maxwell a una fuente, descrita por
la corriente electromagne´tica jµ. Su acoplo al vector Aµ en la accio´n es
1
c2
∫
ddx
√
|g| [−Aµjµ] , (1.3.12)
te´rmino que rompe la invariancia gauge salvo que jµ tenga divergencia nula (o sea “con-
servada”), es decir, satisfaga
∇µjµ = 0 , (d⋆j = 0) , (1.3.13)
que implica la ecuacio´n de continuidad
∂µj
µ = 0 , (1.3.14)
para la densidad jµ ≡ √|g| jµ. La ecuacio´n de continuidad implica la conservacio´n local
de la carga ele´ctrica que as´ı aparece como una consecuencia de la simetr´ıa gauge.
17Dado un F que satisface la identidad de Bianchi, un potencial A se puede encontrar usando la fo´rmula
Aµ(x) = −
∫ 1
0
dλλxνFµν(λx) . (1.3.8)
Obse´rvese que la relacio´n entre F y A no es local.
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En presencia de fuentes, la Ley de Gauss es
∇µF µν = 1c jν , (d⋆F = 1c ⋆j) . (1.3.15)
Antes de definir carga ele´ctrica, consideremos un ejemplo: la corriente asociada a una
part´ıcula con carga q y l´ınea del Universo γ parametrizada por Xµ(ξ), escrita en forma
manifiestamente covariante es, por definicio´n
jµ(y) = qc
∫
γ
dXµ
1√|g|δ(4)(y −X(ξ)) , (1.3.16)
donde dXµ = dξdXµ/dξ. Tomando ξ = X0 e integrado sobre X0, encontramos
jµ(y0, ~y) = qc
∫
dX0
dXµ
dX0
1√|g|δ(3)(~y − ~X)δ(y0 −X0) = qV µ δ
(3)(~y − ~X(y0))√|g| , (1.3.17)
y, si la part´ıcula esta´ en reposo en el origen (V µ = cδµ0)
jµ(y0, ~y) = qcδµ0
δ(3)(~y)√|g| . (1.3.18)
Para la corriente (1.3.16), el te´rmino de interaccio´n (1.3.12) es simplemente la integral;
de la 1-forma A sobre γ
−q
c
∫
γ(ξ)
Aµx˙
µdξ = −q
c
∫
γ
A . (1.3.19)
La accio´n que rige el movimiento de una part´ıcula con masa M y carga q en campos
gravitatorios y electromagne´ticos, incorpora este te´rmino de interaccio´n y es
SM,q[X
µ(ξ)] = −Mc
∫
dξ
√
gµν(X)X˙µX˙ν − q
c
∫
AµX˙
µ , (1.3.20)
Este tipo de te´rmino (“topolo´gico”, pues no depende de la me´trica) se llama te´rmino de
Wess y Zumino (WZ).
Pasemos ahora a definir la carga ele´ctrica a trave´s de la ecuacio´n de continuidad d⋆j = 0,
integra´ndola sobre la regio´n de espacio d-dimensional V limitada por dos hipersuperficies
de tiempo constante x0 = x01,2
0 =
∫
V
d ⋆j . (1.3.21)
La frontera de V consta de las dos hipersuperficies con orientaciones opuestas. Uti-
lizando el teorema de Stokes
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∫
V
d ⋆j =
∫
x0=x02
⋆j −
∫
x0=x01
⋆j = 0 . (1.3.22)
Definiendo la carga ele´ctrica por
q = 1
c
∫
x0=constant
⋆j , (1.3.23)
vemos que la ecuacio´n anterior nos dice que es conservada. Podemos introducir en esta
expresio´n la corriente de una part´ıcula puntual cargada Ec. (1.3.16) y ver que obtenemos
el mismo resultado.
Usando ahora Ec. (1.3.15) podemos reescribir esta definicio´n en te´rminos de F y usar
de nuevo el teorema de Stokes. Si la frontera de la hipersuperficie tiene la topolog´ıa de
una (d− 2)-esfera en el infinito, tenemos la definicio´n alternativa
q =
∫
S2
∞
⋆F , (1.3.24)
que es fa´cilmente generalizable y que tiene la ventaja de que no necesita del conocimiento
expl´ıcito de la fuente18.
Como veremos, en estas unidades M aparece multiplicada por G
(4)
N (como en la solu-
cio´n de Schwarzschild) pero q no. Algunas expresiones se simplifican haciendo c = 1 y
reescribiendo la accio´n de Einstein y Maxwell en la forma
SEM [g, A] =
1
16πG
(d)
N
∫
ddx
√|g| [R − 1
4
F 2
]
.
(1.3.25)
EN estas unidades A y g son adimensionales. El factor 16πG
(d)
N desaparece de las ecuaciones
de movimiento. Si no ponemos ningu´n factor de normalizacio´n en el te´rmino de WZ, la
carga ele´ctrica es ahora
q = 1
16πG
(d)
N
∫
Sd−2∞
⋆F , (1.3.26)
y tiene dimensiones de masa. Finalmente, para cuna carga puntual, para r grande, esper-
amos
18Esta fo´rmula no es sino una generalizacio´n de la Ley de Gauss de la electrosta´tica.
1.3. EL AGUJERO NEGRO DE REISSNER Y NORDSTRO¨M 25
Er = F0r ∼ 4G
(4)
N q
r2
. (1.3.27)
1.3.2 La solucio´n ele´ctrica de Reissner y Nordstro¨m
Estamos listos para buscar soluciones de tipo agujero negro de las ecuaciones (1.3.25) y
(1.3.26), (1.3.27). Como en la seccio´n anterior, hacemos el Ansatz Ec. (1.2.2) para la
me´trica y, para el campo electromagne´tico
Ftr ∼ ± 1
R2(r)
, (1.3.28)
que es apropiado para un objeto de simetr´ıa esfe´rica con carga ele´ctrica y en reposo.
La solucio´n que se obtiene es la de Reissner y Nordstro¨m [73, 75], que depende de 3
constantes de integracio´n que fijamos imponiendo que la solucio´n sea asinto´ticamente plana
e identificando la masa M y la carga q:
ds2 = f(r)dt2 − f−1(r)dr2 − r2dΩ2(2) ,
Ftr = −4G
(4)
N q
r2
,
f(r) = r−2(r − r+)(r − r−) ,
r± = G
(4)
N M ± r0 , r0 = G(4)N (M2 − 4q2)1/2 .
(1.3.29)
Vamos a ver ahora algunas de las propiedades de esta solucio´n:
1. El campo vector asociado es
Aµ = δµt
−4G(4)N q
r
. (1.3.30)
2. Se puede demostrar el ana´logo del teorema de Birkhoff para los agujeros negros de
RN (ejercicio 32.1 de Ref. [25]).
3. Esta me´trica describe el campo gravitacional de un objeto esfe´ricamente sime´trico
de masa M y carga aq visto desde lejos por un observador en reposo. La solucio´n de
Schwarzschild es el caso especial q = 0.
4. La solucio´n de RN es va´lida para cualquier valor de M y q, por ello, de r±, que
pueden ser complejos.
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5. La me´trica es singular en r = 0, r± (si r± son reales). De nuevo debemos analizar
la naturaleza de estas singularidades. Como Tµ
µ = 0 R = 0, pero otros invariantes
de curvatura nos dicen (como nos dice F ) que hay una singularidad de curvatura
en r = 0, pero no en r±. Si los r± son reales (M2 ≥ 4q2), entonces r+ ≥ r− y
un ana´lisis similar al que hicimos para la solucio´n de Schwarzschild nos dice que si
r+ > 0 (M > 0) entonces hay un horizonte de eventos en r+, cuyo a´rea es
A = 4πr2+ , (1.3.31)
mientras que r− es un horizonte de Cauchy 19. Ambos horizontes existen si M > 2|q|
y entonces podemos decir que la solucio´n de RN describe un agujero negro no-extremo
(la Figura 1.8 es su diagrama de Penrose). El caso M = 2|q| lo discutiremos ma´s
adelante.
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Figura 1.8: Diagrama de Penrose de una agujero negro de Reissner y Nordstro¨m con
M > 2|q|.
19Este horizonte parece ser inestable bajo pequen˜as perturbaciones [74] que, se conjetura, deben trans-
formarle en una singularidad de tipo espacio.
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6. Si M < −2|q| no hay horizonte y tenemos una singularidad desnuda con diagrama
de Penrose Fig. 1.4. Este caso debe de ser excluido invocando al censor co´smico. Lo
mismo ocurre en el intervalo −2|q| < M < 2|q|, que incluye el caso M = 0, un objeto
cargado y sin masa, en reposo, bastante exo´tico. Si la energ´ıa del campo electro-
magne´tico creado por la masa es positiva, entonces, debe de haber, intuitivamente,
alguna densidad de energ´ıa negativa que haga M = 0, y por esto es razonable que
sea co´smicamente censurado. As´ı pues, la censura co´smica restringe M al intervalo
M ≥ 2|q|.
7. El caso l´ımite entre la singularidad desnuda y el agujero de RN regular M = 2|q|
(agujero de RN extremo (ERN)) es muy especial. CuandoM = 2|q| los dos horizontes
coinciden r+ = r− = G
(4)
N M y tienen un a´rea
Aextreme = 4πr
2
+ = 4π
(
G
(4)
N M
)2
. (1.3.32)
Este objeto va a jugar un papel muy importante. Algunas de sus propiedades son:
(a) La distancia propia radial al horizonte a tiempo constante diverge20
(b) El diagrama de Penrose esta´ representado en la Figura 1.9.
+
+
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I 0
I 0
I 0
rh
rh
rh
r=0
Figura 1.9: Diagrama de Penrose de una agujero negro de Reissner y Nordstro¨m extremo.
20Esto no pasa en direcciones temporales o tipo luz.
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(c) Si tenemos dos ERNs con M1 = 2|q1|, M2 = 2|q2| y, si ambas cargas tienen
el mismo signo y r12 es la distancia entre ambos, tenemos que la fuerza no-
relativista entre ambos
F12 = −G(4)N
M1M2
r212
+ 4G
(4)
N
q1q2
r212
= 0 , (1.3.33)
y ambos objetos podr´ıan estar en equilibrio. Esto sugiere que podr´ıa haber
soluciones esta´ticas que describan dos o ma´s ERNs en equilibrio.
(d) Si desplazamos la coordenada radial r = ρ + G
(4)
N M , y pasamos a coordenadas
cartesianas ~x3 = (x
1, x2, x3), con |~x3| = ρ y d~x 23 = dρ2 + ρ2dΩ2(2), tenemos una
nueva forma de la solucio´n
ds2 = H−2dt2 −H2d~x 23 ,
Aµ = −2sign(q) (H−1 − 1) δµt ,
H = 1 +
G
(4)
N M
|~x3| .
(1.3.34)
En estas coordenadas iso´tropas el horizonte esta´ en ρ = 0, donde son singulares
pues todo el horizonte (que tiene a´rea distinta de cero) aparece representado
por un punto.
H es una funcio´n armo´nica en el espacio euclidiana tridimensional:
∂i∂iH = 0 . (1.3.35)
Este hecho puede parecer una mera coincidencia, pero, usando Ec. (1.3.34) como
Ansatz con H arbitrario, se ve que las ecuaciones de movimiento se resuelven
con un H cualquiera que satisfaga la ecuacio´n anterior. As´ı hemos obtenido la
gran familia de soluciones de Majumdar y Papapetrou (MP) [76, 77]:
ds2 = H−2dt2 −H2d~x 23 ,
Aµ = δµtα (H
−1 − 1) , α = ±2
∂i∂iH = 0 .
(1.3.36)
Si queremos encontrar soluciones describiendo varios agujeros negros ERN en
equilibrio esta´tico, dado que en coordenadas iso´tropas el horizonte es una singu-
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laridad puntual, podemos probar con una funcio´n armo´nica H que tenga varias
(N):
H(~x3) = 1 +
N∑
i=1
2G
(4)
N |qi|
|~x3 − ~x3,i| . (1.3.37)
H esta´ normalizada para que la me´trica sea asinto´ticamente plana y los coefi-
cientes de cada polo son positivos para que H no se anule y la me´trica no sea
singular.
Se puede demostrar [78] que cada polo de H es un horizonte. La carga de
cada agujero se puede calcular y el resultado es sign(−α)|qi|, es decir: todas las
cargas tienen el mismo signo. Pero es imposible calcular la masa de cada agujero
porque so´lo la masa totalM esta´ bien definida. E´sta resulta serM = 2
∑N
i=1 |qi|.
Sin embargo, el equilibrio de fuerzas que hay entre los agujeros negros sugiere
que las densidades de energ´ıa de interaccio´n electrosta´ticas y gravitatorias se
cancelan mutuamente por doquier (una de las sen˜ales de que hay supersimetr´ıa,
como veremos). As´ı, las masas y cargas estar´ıan localizadas en las singularidades
y podr´ıamos asignarlas masas Mi = 2|qi|. Esta es una idea muy atractiva, pero
no una prueba rigurosa. Sin embargo, veremos que para los ERNs (a diferencia
de Schwarzschild) es posible encontrar fuentes localizadas, lo que apoya esta
idea.
Si tomamos alguno de los coeficientes negativo, habra´ alguna masa negativa
que sera´ la causa de las singularidades desnudas. La censura co´smica deber´ıa
de prohibir estas situaciones.
(e) En el l´ımite de cercan´ıa al horizonte ρ → 0 en la me´trica Ecs. (1.3.34), la
constante 1 se puede ignorar y encontramos otra solucio´n de MP con H =
RAdS/ρ (RAdS = 2G
(4)
N |q|):
ds2 =
ρ2
R2AdS
dt2 − R2AdS
dρ2
ρ2
− R2AdSdΩ2(2) ,
At = − 2ρ
RAdS
, Fρt = − 2
RAdS
.
(1.3.38)
Esta es la solucio´n de Robinson y Bertotti (RB) [79, 80]. No es asinto´ticamente
plana: es el producto de dos espacios bidimensionales de curvatura constante
anti-de Sitter (AdS2) con “radio” RAdS = 2G
(4)
N |q| y curvatura R(2) = −2/R2AdS
y una 2-esfera S2 de radio RAdS y curvatura R
(2) = +2/R2AdS.
AdS2 es invariante bajo SO(1, 2) y S
2 bajo SO(3). El grupo de isometr´ıa de
RB es mucho mayor que el de ERN (SO(1, 1)× SO(3)). En la pro´xima leccio´n
veremos que tambie´n hay un incremento de supersimetr´ıa, que es ma´xima, por
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lo que se podr´ıa considerar a RB como un vac´ıo de l;a teor´ıa alternativo al
de Minkowski. As´ı podemos imaginar que ERN interpola entre el vac´ıo de de
Minkowski (en el infinito) y el de RB (en el horizonte) y podemos interpretar
ERN como un solito´n gravitacional [81].
8. Si desplazamos la coordenada radial de la solucio´n de RN r = ρ + r−, podemos
reescribirla de esta forma gene´rica:
ds2 = H−2Wdt2 −H2
[
W−1dρ2 + ρ2dΩ2(2)
]
,
Aµ = δµtα (H
−1 − 1) ,
H = 1 +
h
ρ
, W = 1 +
ω
ρ
, ω = h
[
1−
(α
2
)2]
,
(1.3.39)
donde las constantes h, ω, α esta´n relacionadas con las f´ısicas por
α = −4G
(4)
N q
r±
, h = r± , ω = ±2r0 . (1.3.40)
En esta forma la me´trica parece la de un agujero de Schwarzschild de masa r0/G
(4)
N
“vestido” con ciertos factores (de H) relacionados con el potencial gauge, o como la
solucio´n de ERN “vestida” con factores tipo Schwarzschild (W ). W desaparece en
el l´ımite extremo y H cuando la carga es cero. Esta forma de la solucio´n se puede
generalizar a p-branas cargadas, como veremos.
9. Consideremos, finalmente la accio´n
S[g, AI ] = 1
16πG
(4)
N
∫
d4x
√|g| [R− 1
4
∑I=N
I=1
(
F I
)2]
.
(1.3.41)
Esta accio´n es invariante bajo rotaciones O(N) de los N vectores abelianos. Este es
un ejemplo muy simple de simetr´ıa de dualidad21. Cualquier solucio´n de EM es una
solucio´n de e´sta con todos los vectores salvo uno igual a cero, y, haciendo una rotacio´n
21En general, efectos cua´nticos como la cuantizacio´n de la carga rompen el grupo de dualidad O(N) al
subgrupo discreto O(N,Z).
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O(N) podemos generar soluciones nuevas en las que los N vectores sean no-nulos. Si
la solucio´n original ten´ıa q1, las nuevas soluciones tendra´n qi con
∑N
i=1 q
′ 2
i = q
2
1. Esta
dualidad no actu´a sobre la me´trica y, por lo tanto, so´lo tenemos que sustituir q21 por∑N
i=1 q
′ 2
i en ella. As´ı, partiendo de la solucio´n Ec. (1.3.39) se obtiene
ds2 = H−2Wdt2 −H2
[
W−1dρ2 + ρ2dΩ2(2)
]
,
Aiµ = δµtα
i (H−1 − 1) ,
H = 1 +
h
ρ
, W = 1 +
ω
ρ
, ω = h
[
1−∑i=Ni=1
(
αi
2
)2]
,
(1.3.42)
con
αi = −4G
(4)
N q
i
r±
, h = r± , ω = ±2r0 , (1.3.43)
donde, ahora
r± = G
(4)
N M ± r0 , r0 = G(4)N
√√√√M2 − 4 i=N∑
i=1
q2i . (1.3.44)
Este es el primer y ma´s simple ejemplo de uso de simetr´ıas de dualidad para generar
nuevas soluciones (el segundo lo encontraremos en la Seccio´n 1.3.5). El resultado es
una familia que, como tal, es invariante bajo cualquier transformacio´n de dualidad
adicional.Estas familias reflejan muchas de las simetr´ıas de la teor´ıa y dependen de
combinaciones de cargas y mo´dulos (que definiremos luego) que son invariantes bajo
dualidad. Sus propiedades f´ısicas (temperatura, entrop´ıa...) tambie´n lo son.
1.3.3 Las fuentes del agujero negro ERN
La solucio´n de Schwarzschild satisface las ecuaciones de Einstein en el “vac´ıo” excepto
en r = 0. El campo Aµ ∼ Q/rδµt tambie´n satisface las ecuaciones de Maxwell en el
vac´ıo excepto en r = 0. En este u´ltimo caso, sabemos que hay un te´rmino de fuente
correspondiente a una carga puntual situada en r = 0 jµ ∼ Qδ(3)(~x3)δµt tal que el campo
anterior es solucio´n de las ecuaciones de Maxwell con esa fuente por doquier. En el primer
caso, tal fuente no existe (o no se conoce) y, en cualquier caso no corresponde a una
part´ıcula puntual por el problema de la localizacio´n de la energ´ıa del campo gravitacional.
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En el caso general de RN no esperamos nada mejor, pero en el extremo, de acuerdo con
los argumentos que dimos, podr´ıa haber una localizacio´n de la densidad de energ´ıa (igual
que de la densidad de carga ele´ctrica).
Con ma´s precisio´n, queremos ver si ERN es parte de una solucio´n completa de las ecua-
ciones de movimiento sistema S[g, A,X] = SEM [g, A]+SM,q[X
µ], definidas en Ecs. (1.3.25)
y (1.3.20) que describe a una part´ıcula puntual de masa M , carga q y l´ınea del Universo
Xµ(ξ). En la Seccio´n 4.3 vamos a ver una generalizacio´n de este sistema a dimensiones
arbitrarias, con potenciales que son k-formas y con un escalar que se acopla al potencial de
forma arbitraria. Entre las soluciones, esta´ justamente el ERN, lo que corrobora nuestras
ideas.
Observemos que, si eliminamos la gravitacio´n del problema, no tenemos una solucio´n
de todas las ecuaciones: la ecuacio´n de Maxwell con fuentes se resuelve como antes hemos
indicado, pero la ecuacio´n de movimiento de la part´ıcula no por el problema de la fuerza
infinita (o indefinida) que el campo creado por la part´ıcula ejerce sobre la propia part´ıcula
(el problema de la electrodina´mica cla´sica). La gravitacio´n cura este problema pues las
fuerzas gravitatorias y electrosta´ticas se cancelan sobre la part´ıcula.
Esta sorprendente propiedad es una manifestacio´n ma´s de la supersimetr´ıa del agujero
negro ERN.
1.3.4 La termodina´mica de RN
En esta seccio´n vamos a usar unidades naturales ~ = c = 1 (adema´s de kB = 1).
Como ya dijimos, muchas de las propiedades termodina´micas se aplican a todos los
agujeros negros conocidos, y, en particular, a los de RN. Vamos repasar estas propiedades
para un agujero de RN gene´rico y ma´s tarde veremos que´ pasa en el caso de un ERN.
Para empezar, las leyes de la termodina´mica de los agujeros negros se generalizan y
aplican inmediatamente a los RN. La ley “cero” se cumple en todos los agujeros estacionar-
ios. La primera ley incluye un te´rmino adicional que tiene en cuenta posibles variaciones
de la energ´ıa debidas a variaciones de la carga:
dM = 1
8πG
(4)
N
κdA+ Φdq , (1.3.45)
donde Φ = 2q/r+ es el potencial electrosta´tico en el horizonte y κ ahora vale
κ =
1
G
(4)
N
√
M2 − 4q2(
M +
√
M2 − 4q2
)2 . (1.3.46)
La segunda ley es universal. El a´rea del horizonte de un RN esta´ dado en Ec. (1.3.31).
Y la tercera ley se aplica, como dijimos, a este tipo de agujeros que tienen un l´ımite
“extremo” M = 2|q| en el que κ = 0 y nos dice que a este l´ımite no se puede llegar en un
tiempo finito. Vamos a ver que, en cualquier caso este l´ımite es muy especial y cerca de e´l
la descripcio´n termodina´mica del agujero negro deja de ser va´lida.
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La relacio´n entre la temperatura de la radiacio´n de Hawking T y la gravedad superficial,
es la misma que en el caso de Schwarzschild Ec. (1.2.22), lo que implica la misma relacio´n
entre el a´rea del horizonte y la entrop´ıa Ec. (1.2.23)
T =
1
2πG
(4)
N
√
M2 − 4q2(
M +
√
M2 − 4q2
)2 , S = πG(4)N (M +√M2 − 4q2)2 . (1.3.47)
Las gra´ficas que representan a T y S como funciones de la masa para un valor de la
carga q fija esta´n representadas en las Figuras 1.10 y 1.11.
Q M
T
Figura 1.10: La temperatura T como funcio´n de la masa M para un agujero RN de carga
Q = 2q.
pi G 2
S
Q
Q M
Figura 1.11: La entrop´ıa S como funcio´n de la masa M para un agujero RN de carga
Q = 2q.
Observemos que la entrop´ıa no tiende a cero cuando la M → 2|q| y T → 0. Tambie´n
es interesante observar la gra´fica del calor espec´ıfico Figura 1.12. Como vemos, hay dos
regiones bien diferenciadas en la termodina´mica de RN: para valores de M mucho ma´s
grandes que la carga, el comportamiento es como el de Schwarzschild, con un calor espec´ıfico
negativo y S que aumenta con M mientras que T disminuye. Para M cercana a 2|q|, sin
embargo, la termodina´mica es como la de un sistema ordinario, con calor espec´ıfico positivo,
lo que nos hace esperar que haya una descripcio´n estad´ıstica esta´ndar de su entrop´ıa. La
u´nica diferencia es que cuando la temperatura tiende a cero, la entrop´ıa tiende a un valor
distinto de cero, lo que no tendr´ıa por que´ contradecir ninguna ley fundamental de la
termodina´mica de acuerdo con Wald [82].
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C
MQ
Figura 1.12: El calor espec´ıfico C como funcio´n de la masa M para un agujero RN de
carga Q = 2q.
Sin embargo, este es un punto conflictivo: ya hemos advertido varias veces que las
propiedades f´ısicas de una familia de soluciones que depende de varios para´metros continuos
no tienen por que´ ser ellas mismas funciones continuas de los para´metros (ver las notas a
pie de pa´gina 11 y 14). En el l´ımite extremo no tenemos realmente control sobre lo que
ocurre22 y es necesario rehacer los ca´lculos utilizando directamente la solucio´n ERN, en
vez de tomando el l´ımite sobre resultados obtenidos utilizando la RN general.
El ca´lculo de la temperatura directamente sobre la solucio´n ERN no da lugar a sorpresas:
la temperatura es cero (mejor dicho: no tiene sentido definirla, como en el espacio-tiempo
de Minkowski).
El ca´lculo de la entrop´ıa es ma´s sutil: si la identificamos ciegamente con el a´rea del
horizonte, su valor es el del l´ımite de la entrop´ıa del RN gene´rico. Pero esta identificacio´n,
en un sistema de temperatura cero, es dudosa. Como alternativa, se puede calcular por
el me´todo euclidiano explicado en la seccio´n anterior. El resultado es que la entrop´ıa es
ide´nticamente cero [84, 86], resultado confirmado por otro me´todo en Ref. [85].
Este resultado es notable y debemos recordarlo porque la entrop´ıa que vamos a calcular
utilizando un modelo microsco´pico basado en la Teor´ıa de Cuerdas es la de un agujero
negro extremo, y obtendremos justamente como resultado un cuarto del a´rea del horizonte,
distinto de cero, el resultado euclidiana semicla´sico. Siempre es posible pensar que la
Teor´ıa de Cuerdas funciona ah´ı donde la gravedad euclidiana falla. Se pueden encontrar
argumentos a favor de esta interpretacio´n en Ref. [4].
Si esto fuese as´ı, el agujero negro ERN ser´ıa un buen candidato a “remanente” en el que
la informacio´n esta´ acumulada sin que pueda salir (ni cla´sicamente ni cua´nticamente, pues
no hay radiacio´n de Hawking), aunque es dudoso que todos los agujeros negros acaben as´ı.
Entre las dos regiones de calor espec´ıfico positivo y negativo que hemos descrito hay
un punto en el que e´ste diverge, lo cual podr´ıa ser interpretado como sen˜al de un posible
cambio de fase. Esto ser´ıa un problema an˜adido a la hora de extrapolar los resultados
obtenidos en el l´ımite extremo o cuasi-extremo.
22De hecho, la descripcio´n termodina´mica del agujero negro deja de ser va´lida en su entorno [83].
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1.3.5 Dualidad ele´ctrico-magne´tico
Como dijimos en la Seccio´n 1.3.1 el conjunto de las ecuaciones de Maxwell sin fuentes
(incluyendo la identidad de Bianchi)23 es invariante bajo la sustitucio´n de F por F˜ = ⋆F .
En el espacio-tiempo de Minkowski esta transformacio´n corresponde a un intercambio de
los campos ele´ctrico y magne´tico
~˜E = ~B , ~˜B = −~E , (1.3.48)
por lo que esta simetr´ıa Z2 de las ecuaciones de Maxwell se conoce como dualidad electro-
magne´tica. Este Z2 se extiende a un grupo continuo
24 GL(2) de transformaciones:
F˜ = aF + b⋆F , ⇒ ⋆F˜ = −bF + a⋆F , a2 + b2 6= 0 . (1.3.49)
Es conveniente definir el vector de dualidad ~F
~F ≡
(
F
⋆F
)
, ⋆ ~F =
(
0 1
−1 0
)
~F , (1.3.50)
puesto que con e´l las ecuaciones de Maxwell se escriben en forma compacta
∇µ ~F µν = 0 . (1.3.51)
~F se transforma en la representacio´n vectorial del grupo de dualidad GL(2)
~˜F = M ~F , M =
(
a b
−b a
)
. (1.3.52)
Si integramos el dual de Hodge del vector de dualidad ⋆ ~F sobre una 2-esfera en el
infinito, obtenemos un vector cuya primer componente es 16πG
(4)
N q, con nuestros convenios.
La segunda componente es, por definicio´n, la carga magne´tica p:
∫
S2
∞
⋆ ~F =
(
16πG
(4)
N q
p
)
≡ 16πG(4)N ~q , ~q =
(
q
p/16πG
(4)
N
)
. (1.3.53)
Estas transformaciones son no-locales en te´rminos del potencial A: usando Ec. (1.3.8)
obtenemos la siguiente relacio´n entre A y A˜:
A˜µ(x) = −
∫ 1
0
dλλxν
ǫµν
ρσ√|g|∂ρAσ(λx) . (1.3.54)
Esta no-localidad es, a la vez, lo que hace interesante esta dualidad y el origen de
muchos problemas. Para empezar, la accio´n de Maxwell no es invariante bajo la simple
23De momento ignoramos el acoplo a la gravedad y simplemente consideramos la accio´n de Maxwell en
un espacio-tiempo curvo.
24Como en el caso de N vectores la simetr´ıa O(N), la cuantizacio´n de la carga rompera´ esta simetr´ıa a
un subgrupo discreto.
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sustitucio´n de F por ⋆F ( (⋆F )2 = −F 2). El procedimiento adecuado para reescribir la
accio´n en te´rminos de las variables duales se llama dualizacio´n de Poincare´ y consiste en
reescribir primero la accio´n como un funcional de F en vez de A.
Veamos ahora que´ modificaciones produce el acoplo a la gravitacio´n. Ahora hay una
ecuacio´n ma´s: la de Einstein, que podemos reescribir as´ı
Gµν − ~F Tµ ρ ~Fνρ = 0 , (1.3.55)
lo que pone de manifiesto que so´lo el subgrupo O(2) la deja invariante y SO(2) es el grupo
de dualidad ele´ctrico-magne´tico del sistema de Einstein-Maxwell.
Como hemos hecho notar antes, e´sta es una teor´ıa abeliana sin materia y no hay con-
stante de acoplo, pero podemos pensar que la simetr´ıa gauge U(1) es parte de un un grupo
no-abeliano que esta´ roto y entonces podemos introducir una constante de acoplo e que
aparece como un factor 1/e2 en frente del F 2 de la accio´n. El vector de dualidad y la
ecuacio´n de Einstein son ahora
~F ≡
(
e−2F
⋆F
)
, Gµν +
(
~Fµ
ρ
)T ( 0 1
−1 0
)
~Fνρ = 0 , (1.3.56)
y es invariante bajo Sp(2,R) ∼ Sl(2,R). Sin embargo, de todo este grupo so´lo estas
transformaciones son consistentes con la ligadura del vector de dualidad25 (permitiendo
cambios de escala de la constante de acoplo)
M =
(
a 0
0 1/a
)
, e′ = a−1e ,
M =
(
0 1
−1 0
)
, e′ =
1
e
.
(1.3.57)
Esta u´ltima transformacio´n es el intercambio de F por ⋆F y como vemos invierte la con-
stante de acoplo. E´sta es la propiedad que hace a la dualidad ele´ctrico-magne´tico (o dual-
idad S) tan interesante pues en las variables duales es perturbativo lo que en las originales
es no-perturbativo y proporcionan una mejor descripcio´n de la teor´ıa.
Dualidades perturbativas como la rotacio´n O(N) entre los N campos vectoriales que
vimos en la Seccio´n 1.3.2 se llaman dualidades T, al menos en el contexto de Teor´ıa de
Cuerdas. En las Teor´ıas de Cuerdas tipo II, ambos tipos de dualidades son parte de un
grupo de dualidad mucho mayor (que no es simplemente su producto directo) y que se
conoce como el grupo de dualidad U [87].
Agujeros negros RN magne´ticos y dio´nicos
Como hicimos en el caso de dualidad O(N), podemos usar la invariancia de la teor´ıa de
Einstein y Maxwell bajo
25Si hubie´semos generalizado la teor´ıa incluyendo un a´ngulo ϑ, todo el grupo Sl(2,R) dejar´ıa invariante
la teor´ıa. Este es el arquetipo de grupo de dualidad S o ele´ctrico-magne´tico.
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

F˜ = cos ξF + sin ξ⋆F ,
⋆F˜ = − sin ξF + cos ξ⋆F ,
(1.3.58)
para generar soluciones nuevas, partiendo de RN o de las MP. Tomemos la solucio´n ele´ctrica
de RN Ec. (1.3.29). Inmediatamente obtenemos una solucio´n con la misma me´trica26 y
con el campo electromagne´tico

F˜tr =
−4G(4)N cos ξq
r2
,
F˜θϕ = 4G
(4)
N sin ξq sin θ .
(1.3.59)
Ahora hay que expresar la nueva solucio´n en te´rminos de los nuevos para´metros f´ısicos q˜, p˜
que esta´n relacionados con los antiguos por
q˜ = cos ξq , p˜ = −16G(4)N sin ξq , ⇒ q˜2 +
(
p˜
16πG
(4)
N
)
= q2 , (1.3.60)
eliminando el para´metro de dualidad ξ, que no lo es. La u´ltima ecuacio´n se debe a que
SO(2) deja invariante |~q|. Suprimiendo las tildes, el resultado es un agujero negro RN con
carga ele´ctrica y magne´tica (dio´nico)
ds2 = f(r)dt2 − f−1(r)dr2 − r2dΩ2(2) ,
Ftr = −4G
(4)
N q
r2
, Fθϕ = − p
4π
sin θ ,
f(r) = r−2(r − r+)(r − r−) ,
r± = G
(4)
N M ± r0 , r0 = G(4)N

M2 − 4

q2 +
(
p
16πG
(4)
N
)2


1/2
.
(1.3.61)
Todas las propiedades que dependen de la me´trica (entre ellas temperatura y entrop´ıa)
son ide´nticas a las del agujero negro RN puramente ele´ctrico (con q2 reemplazado por el
invariante |~q|), pero hay sutilezas con las propiedades cua´nticas y con la versio´n euclidiana
de la solucio´n y el ca´lculo euclidiano de la entrop´ıa Refs. [88, 89, 90].
El hecho de que las propiedades f´ısicas dependan de las cargas a trave´s de invariantes
bajo dualidad (aqu´ı |~q|) es un hecho muy importante que se repetira´ en casos ma´s compli-
cados.
26Ma´s adelante veremos dualidades que generan me´tricas distintas a la original.
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Leccio´n 2
Agujeros negros en Supergravedad
2.1 Introduccio´n
Uno de los avances ma´s interesantes que se han producido en las u´ltimas de´cadas ha sido
la invencio´n de la supersimetr´ıa y su aplicacio´n en la teor´ıa de las part´ıculas e interacciones
fundamentales. Esta simetr´ıa que relaciona bosones y fermiones se puede entender como
una generalizacio´n del grupo de Poincare´ que es la simetr´ıa del espacio de Minkowski a un
supergrupo que lo contiene y que es la simetr´ıa de un superespacio que esta´ descrito por
coordenadas boso´nicas xµ y fermio´nicas θα (anticonmutantes)1. Las transformaciones de
supersimetr´ıa relacionan estas coordenadas.
Dado que se puede entender en cierto sentido la RG como la teor´ıa gauge del grupo de
Poincare´2 , es natural estudiar su generalizacio´n basada en el supergrupo correspondiente.
Esta generalizacio´n llamada Supergravedad (SUGRA) no es u´nica porque dado un espacio-
tiempo boso´nico podemos extenderlo a un superespacio an˜adiendo uno o N conjuntos de
coordenadas fermio´nicas θi α i = 1, . . . , N . Las SUGRAs basadas en estos superespacios
extendidos tienen N supersimetr´ıas y se las llama Supergravedades Extendidas (SUEGRAs).
Sin embargo, no hay un nu´mero infinito de SUEGRAs porque para gaugear supergrupos
con N > 8 o con N = 1 en d > 11 hacen falta o varios gravitones o part´ıculas de esp´ın
superior que no sabemos como tratar consistentemente.
En esta leccio´n vamos a estudiar muy someramente las SUEGRAs ma´s sencillas en
d = 4 y sus soluciones de tipo agujero negro. Definiremos el concepto de supersimetr´ıa
residual, caracteriza´ndola en el supera´lgebra y a trave´s de los espinores de Killing y veremos
que´ relacio´n hay entre esta propiedad y las propiedades termodina´micas de las soluciones.
Hay muchas referencias generales excelentes sobre Supersimetr´ıa y Supergravedad. Al-
gunas de ellas son el art´ıculo de van Nieuwenhuizen [92], los libros de Wess y Bagger [93],
de West [94] y de Freund [95] y los art´ıculos ma´s recientes de van Proeyen [96] y Bilal [97].
En el libro de Salam y Sezgin [98] esta´n reproducidos muchos de los art´ıculos originales
1Aqu´ı α, β, . . . son ı´ndices de una representacio´n espinorial del grupo de Lorentz en la dimensio´n de que
se trate.
2Una referencia muy pedago´gica sobre e´ste y otros temas es [91]
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sobre Supergravedad y contiene una extensa bibliograf´ıa.
2.2 Supersimetr´ıa y Supergravedad
2.2.1 El supera´lgebra de Poincare´ N = 1, d = 4
El supergrupo de Poincare´ N = 1, d = 4 se puede construir por exponenciacio´n del su-
pera´lgebra de Poincare´ N = 1, d = 4, que es una extensio´n del a´lgebra de Poincare´ con
generadores boso´nicos Pa,Mab con generadores fermio´nicos Q
α (los generadores o cargas
de supersimetr´ıa) que se transforman como espinores de Majorana bajo transformaciones
de Lorentz, por lo que tienen 4 componentes reales y
[Qα,Mab] = Γs (Mab)
α
βQ
β , (2.2.1)
donde Γs (Mab) es el generador del grupo de Lorentz Mab en la representacio´n espinori-
al, mientras que el conmutador con los Pas es cero. El supera´lgebra se completa con el
anticonmutador de las Qαs
{Qα, Qβ} = i (γaC−1)αβ Pa , (2.2.2)
de forma que las relaciones de conmutacio´n no-nulas completas del supera´lgebra de Poincare´N =
1, d = 4 son
[Mab,Mcd] = −MebΓv (Mcd)e a −MaeΓv (Mcd)e b ,
[Pa,Mbc] = −PeΓv (Mbc)e a ,
[Qα,Mab] = Γs (Mab)
α
βQ
β ,
{Qα, Qβ} = i (γaC−1)αβ Pa .
(2.2.3)
Para construir la teor´ıa de SUGRA N = 1, d = 4, se “gaugea” este a´lgebra: introduci-
mos el potencial gauge Aµ
Aµ = e
a
µPa +
1
2
ωµ
abMab + ψ¯µαQ
α , (2.2.4)
donde eaµ es la te´trada (que va a representar gravitones) ωµ
ab es la conexio´n de esp´ın
(que sera´ una funcio´n de los otros campos) y ψµα es el campo de Rarita-Schwinger (que
va a representar gravitinos, part´ıculas de esp´ın 3/2, relacionadas con los gravitones por
supersimetr´ıa), y los para´metros infinitesimales de transformacio´n
Λ = σaPa +
1
2
σabMab + ǫ¯αQ
α , (2.2.5)
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donde σa genera translaciones locales, σab rotaciones de Lorentz locales y ǫ transformaciones
de supersimetr´ıa locales cuya accio´n en el potencial gauge es, por definicio´n
δAµ = ∂µΛ+ Λ, Aµ ≡ DµΛ , (2.2.6)
la derivada supercovariante.
A partir de aqu´ı los pasos son los habituales: definicio´n de curvatura y construccio´n
de una accio´n que dependa de la curvatura y que tenga las simetr´ıas apropiadas (ver, por
ejemplo, [95]). El resultado es la accio´n de SUGRA N = 1, d = 4
S[eaµ, ωµ
ab, ψµ] =
∫
d4x e
[
R(e, ω) + 2e−1ǫµνρσψ¯µγ5γν∇ρψσ
]
,
(2.2.7)
donde
R(e, ω) = ea
µeb
νRµν
ab(ω) , (2.2.8)
y Rµν
ab(ω) es la curvatura asociada a la conexio´n de esp´ın ωµ
ab por Ec. (A.1.5).
En esta accio´n se sobreentiende que se ha resuelto la ecuacio´n de movimiento de la
conexio´n de esp´ın en te´rminos de eaµ y ψµ y se ha sustituido en ella la solucio´n
3
ωabc = −Ωabc + Ωbca − Ωcab ,
Ωµν
a = Ωµν
a(e) + 1
2
Tµν
a ,
Ωµν
a(e) = ∂[µe
a
ν] , Tµν
a = iψ¯µγ
aψν .
(2.2.9)
La accio´n Ec. (2.2.7) es invariante bajo
Transformaciones generales de coordenadas

δξx
µ = ξµ ,
δξe
a
µ = −ξν∂νeaµ − ∂µξνeaν ,
δξψµ = −ξν∂νψµ − ∂µξνψν ,
(2.2.10)
Transformaciones de Lorentz locales

δσe
a
µ = σ
a
be
b
µ ,
δσψµ =
1
2
σabγabψµ ,
(2.2.11)
Transformaciones de supersimetr´ıa locales N = 1
3Esto se conoce como formalismo de orden 1.5.
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

δǫe
a
µ = −iǫ¯γψµ ,
δǫψµ = ∇µǫ .
(2.2.12)
De acuerdo con este resultado, SUGRA N = 1 no es ma´s que RG acoplada a un tipo
especial de materia. Esto es cierto en todas las SUGRAs. So´lo los campos boso´nicos tienen
un l´ımite cla´sico y, si buscamos soluciones cla´sicas, so´lo hace falta considerarles a ellos4.
En este caso, el sector boso´nico es RG en el vac´ıo y todas las soluciones de las ecuaciones
de Einstein en el vac´ıo (vgr. Schwarzschild) son automa´ticamente soluciones de SUGRA
N = 1.
2.2.2 Supersimetr´ıa extendida y cargas centrales
Si nuestro superespacio tiene N conjuntos de coordenadas fermio´nicas, el supera´lgebra
(extendida) correspondiente tendra´ N conjuntos de generadores de supersimetr´ıa que de-
notamos con i = 1, . . . N , Qi α. Estas supera´lgebras no son muy diferentes de las N = 1,
salvo en el anticonmutador de dos supercargas, que ahora puede incluir cargas centrales
ele´ctricas Qij o magne´ticas P ij que, por definicio´n, conmutan con todos los dema´s gener-
adores5. En d = 4 el supera´lgebra tipo Poincare´ ma´s general que da teor´ıas con invariancia
Poincare´, es, de acuerdo con el teorema de Haag-Lopuszanski-Sohnius [99]
[Mab,Mcd] = −MebΓv (Mcd)e a −MaeΓv (Mcd)e b ,
[Pa,Mbc] = −PeΓv (Mbc)e a ,
[Qα i,Mab] = Γs (Mab)
α
βQ
β i ,
{Qα i, Qβ j} = iδij (γaC−1)αβ Pa − i (C−1)αβ Qij − γ5 (C−1)αβ P ij .
(2.2.13)
La construccio´n de SUEGRAs a partir de supera´lgebras extendidas es ma´s compleja y
hay que utilizar otros me´todos como el reono´mico [100], pero au´n as´ı podemos aprender
muchas cosas “leyendo” el supera´lgebra:
1. El superpotencial gauge ser´ıa6
4Las soluciones de la accio´n que resulta de poner los fermiones a cero son siempre soluciones de la teor´ıa
completa.
5Si utilizamos espinores de Weyl en vez de Majorana, las cargas ele´ctricas y magne´ticas se combinan
en una u´nica matriz de cargas centrales compleja.
6No se pueden gaugear simulta´neamente las cargas centrales ele´ctricas y magne´ticas.
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Aµ = e
a
µPa +
1
2
ωµ
abMab +
1
2
AijµQ
ij + ψ¯iµαQ
i α , (2.2.14)
de lo que deducimos que la SUEGRA correspondiente tendra´ N gravitinos adema´s
de N(N − 1)/2 potenciales gauge abelianos.
2. La teor´ıa sera´ invariante bajo rotaciones SO(N) de estos vectores y gravitinos (el
supera´lgebra lo es).
3. Los gravitinos no esta´n cargados con respecto a los potenciales gauge7.
4. El supera´lgebra es invariante bajo transformaciones quirales-duales que intercam-
bian las cargas ele´ctricas y magne´ticas. La SUEGRA correspondiente tendra´ como
simetr´ıa de las ecuaciones del movimiento transformaciones quirales-duales en las que
los potenciales gauge son sustituidos por sus duales ele´ctricos-magne´ticos.
Como veremos los posibles estados de las SUEGRAS van a estar caracterizados tanto
por sus propiedades de transformacio´n con respecto a los generadores Poincare´ (masa,
momento, esp´ın) como por sus propiedades de transformacio´n con respecto a las cargas
centrales (estara´n cargados ele´ctrica o magne´ticamente con respecto a ciertos potenciales).
Nosotros vamos a estar interesados en soluciones cla´sicas que podamos asociar a estos
estados interpreta´ndolas como los campos de largo alcance generados por esos estados.
Extensiones cuasi-centrales
Cabe ahora preguntarse cua´l es el supera´lgebra de tipo Poincare´ ma´s general si no manten-
emos la invariancia Poincare´. El resultado [101] es que el supera´lgebra anterior se puede
generalizar incluyendo “cargas centrales” con n ı´ndices Lorentz antisime´tricos y dos ı´ndices
SO(N) Z ija1···an que aparecen en el anticonmutador de dos supercargas gene´ricamente as´ı
1
n!
(
γa1···anC−1)αβ Z ija1···an . (2.2.15)
Estas cargas no son centrales en sentido estricto (de ah´ı el adjetivo de cuasi-centrales) pues
no conmutan con los generadores Lorentz, sino que
[
Zklc1···cn ,Mab
]
= −nΓv(Mab)e[c1Zkl|e|c2···cn] . (2.2.16)
Por otro lado, son sime´tricas o antisime´tricas en los ı´ndices SO(N) dependiendo de si
(γa1···anC−1)αβ es sime´trico o antisime´trico en los ı´ndices espinoriales αβ. En d = 4 (y, de
forma similar, en cualquier otra dimensio´n) es fa´cil determinar la simetr´ıa de los posibles
te´rminos:
C−1 , γ5C−1 , γ5γaC−1 , γabcC−1 , γabcdC−1 , (2.2.17)
7Pero se puede hacer que lo este´n, gaugeando la simetr´ıa global SO(N). La teor´ıa contiene siempre el
nu´mero preciso de vectores.
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son antisime´tricos, pero el primero y el quinto y el segundo y el cuarto esta´n relacionados
por Ec. (A.2.29). Por otro lado,
γaC−1 , γabC−1 , γ5γabC−1 , γ5γabcC−1 , (2.2.18)
son sime´tricas. La primera y la cuarta y la segunda y la tercera esta´n relacionadas por
Ec. (A.2.29).
As´ı, el anticonmutador ma´s general de dos supercargas en d = 4 es
{Qα i, Qβ j} = iδij (γaC−1)αβ Pa + i (C−1)αβ Z [ij] + γ5 (C−1)αβ Z˜ [ij]
+ (γaC−1)αβ Z(ij)a + i (γ5γaC−1)αβ Z [ij]a
+i
(
γabC−1)αβ Z(ij)ab + (γ5γabC−1)αβ Z˜(ij)ab .
(2.2.19)
¿Que´ tipo de estado puede portar estas cargas? Veremos que de forma natural son
los objetos extensos (no-puntuales, como cuerdas, membranas y sus generalizaciones con
ma´s dimensiones ) los que las portan. Estos objetos rompen la invariancia Poincare´ en las
direcciones transversas a su volumen, y esa rotura esta´ asociada a los ı´ndices Poincare´ de
las cargas.
2.2.3 Supersimetr´ıa residual
Antes de definir supersimetr´ıa residual, es oportuno hacer algunas observaciones de cara´cter
general.
Las soluciones de una teor´ıa dada normalmente rompen la mayor´ıa (o todas) las simetr´ıas
de la misma. A veces preservan alguna de e´stas, que recibe el nombre de simetr´ıa residual.
Las dema´s simetr´ıas de la teor´ıa de pueden utilizar para generar nuevas soluciones. Veamos
dos ejemplos:
Meca´nica: El lagrangiano de una part´ıcula libre es invariante bajo todo el grupo de
Poincare´, pero cualquier solucio´n es una recta, invariante tan so´lo bajo translaciones
a lo largo de ella misma y rotaciones en las que es tomada como eje. Estas son las
simetr´ıas residuales de las soluciones. Las otras transformaciones de Poincare´ mueven
la recta y generan otras soluciones.
Teor´ıa de Campos: Las ecuaciones de Einstein son invariantes bajo difeomorfismos ar-
bitrarios, pero las transformaciones que dejan invariante una solucio´n determinada
forman su grupo de isometr´ıas, que es de dimensio´n finita. Los generadores de estas
transformaciones se hallan resolviendo la ecuacio´n de Killing
δgµν = −2∇(µkν) = 0 . (2.2.20)
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Las dema´s transformaciones generan me´tricas que son equivalentes (si las transfor-
maciones dejan invariantes las condiciones de contorno) o no (si no lo hacen).
El segundo ejemplo es evidentemente el ma´s interesante. En e´l la existencia de simetr´ıas
residuales tiene consecuencias ma´s transcendentales: las part´ıculas que se mueven en un
espacio-tiempo con isometr´ıas tienen cantidades conservadas asociadas a e´stas (vgr. en
Minkowski, cuyo grupo de isometr´ıas es el de Poincare´, el momento y el momento angular
de las part´ıculas esta´n conservados). Si hacemos Teor´ıa de Campos es ese espacio-tiempo
el grupo de isometr´ıa sera´ el grupo de simetr´ıa de esa Teor´ıa de Campos.
En este contexto, los vac´ıos de las teor´ıas de campos se suelen identificar con las solu-
ciones cla´sicas que tienen un grupo de simetr´ıas residuales ma´ximo. As´ı el espacio-tiempo
de Minkowski es el vac´ıo de la RG sin constante cosmolo´gica porque tiene un grupo de
isometr´ıas ma´ximo (10-dimensional) y el espacio de Sitter (anti-de Sitter) es el vac´ıo de la
RG con constante cosmolo´gica positiva (negativa) porque su grupo de isometr´ıa es tambie´n
ma´ximo: SO(1, 4) (SO(2, 3)).
El concepto de supersimetr´ıa residual (conservada o preservada) no es ma´s que la apli-
cacio´n directa del concepto general de simetr´ıa residual a las soluciones cla´sicas (es decir:
puramente boso´nicas) de las SUGRAs: una solucio´n tiene supersimetr´ıas residuales (o es
supersime´trica o BPS) si es invariante bajo alguna transformacio´n de supersimetr´ıa local.
Si denotamos por B a los bosones y F a los fermiones, buscamos entonces soluciones tales
que
δǫB ∼ ǫF = 0 ,
δǫF ∼
{
∂ǫ+Bǫ
∂Bǫ+Bǫ
}
= 0 .
(2.2.21)
Las primeras ecuaciones se cumplen siempre (F = 0). Las segundas so´lo en ciertos casos y
se llaman ecuaciones de los espinores de Killing.
Por ejemplo, en SUGRA N = 1, d = 4 la ecuacio´n del espinor de Killing es, de acuerdo
con Ecs. (2.2.12)
δǫψµ = ∇µǫ = 0 , (2.2.22)
y so´lo admite soluciones en dos casos: Minkowski, con ǫ constante (4 supersimetr´ıas resid-
uales, una por cada componente arbitraria de ǫ) que es ma´ximamente supersime´trica y las
ondas planas para las que ǫ ha de satisfacer la ligadura algebraica
(1− γ0γ1)ǫ = 0 , (2.2.23)
que so´lo deja dos componentes (1/2 del total) arbitrarias, por lo que so´lo preserva 1/2 de
las supersimetr´ıas.
En e´sta y las pro´ximas lecciones vamos a ver muchos ma´s ejemplos de ecuaciones de
espinores de Killing y de espacio-tiempos en los que tienen soluciones.
Las soluciones supersime´tricas tienen interesantes propiedades:
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1. La existencia de supersimetr´ıas residuales implica la de isometr´ıas puesto que el
anticonmutador de dos transformaciones de supersimetr´ıa es esencialmente un difeo-
morfismo. El vector de Killing kµ esta´ dado por una expresio´n de este tipo:
kµ ∼ ǫ¯γµǫ , (2.2.24)
donde ǫ es un espinor de Killing.
2. Las supersimetr´ıas residuales y las isometr´ıas forman un supergrupo.
3. Si hacemos Teor´ıa de Campos en una solucio´n supersime´trica, tal teor´ıa tendra´ el
anterior supergrupo como grupo supersimetr´ıa global.
4. Las soluciones supersime´tricas en general no tienen correcciones cua´nticas (o e´stas
son limitadas, depende de la cantidad de supersimetr´ıa preservada). Tambie´n son
estables frente a perturbaciones cla´sicas. Las razones para esto se pueden explicar
mejor en el lenguaje del supera´lgebra.
Supersimetr´ıas residuales en el supera´lgebra
Hemos dicho que estamos particularmente interesados en soluciones que se pueden inter-
pretar como configuraciones de campos debidas a ciertos estados de nuestra teor´ıa. Hay
pues una relacio´n entre la accio´n de las transformaciones de simetr´ıa sobre las soluciones
y la accio´n de los elementos del supera´lgebra sobre los estados asociados. Si la solucio´n es
invariante bajo cierta transformacio´n, entonces el estado correspondiente sera´ aniquilado
por cierto elemento del supera´lgebra. Si hay supersimetr´ıas residuales, esperamos que la
carga
δǫ|s >∼ ǫ¯iαQi α|s >= 0 . (2.2.25)
El anticonmutador de esta supercarga consigo misma nos da una expresio´n del tipo (en
d = 4)
ǫ¯Mǫ = 0 ,
M ≡ iδijγaPa + iZ [ij] + γ5Z˜ [ij] + γaZ(ij)a + iγ5γaZ [ij]a + iγabZ(ij)ab + γ5γabZ˜(ij)ab ,
(2.2.26)
donde hemos sustituido los generadores por su valor sobre el estado |s >. Esta ecuacio´n
tiene soluciones si el determinante de la matriz M es cero. Resolverla completamente es un
problema muy complicado, pero afortunadamente hay soluciones simples con interpretacio´n
f´ısica simple. Consideremos, por ejemplo, el estado correspondiente a una part´ıcula puntual
sin carga y sin masa, cuyo momento es de tipo luz P 2 = 0. En el sistema de referencia en
el que se mueve en la direccio´n 1, (P µ) = (p,±p, 0, . . . , 0) y (por simplicidad, en el caso
N = 1) la matriz M es
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M = ipγ0
(
1± γ0γ1) . (2.2.27)
Es fa´cil ver que M es singular porque la mitad de los autovalores de γ0γ1 son +1 y la
otra mitad −1, con lo que la mitad de los autovalores de M son 0. Las supersimetr´ıas que
dejan invariantes el estado de esa part´ıcula son generadas por ǫs que satisfacen Mǫ = 0, que
coincide precisamente con la ligadura Ec. (2.2.23). De esto concluimos que podemos asociar
las soluciones que describen ondas gravitacionales planas con estado de part´ıculas sin masa
movie´ndose a la velocidad de la luz y que ambos preservan la mitad de las supersimetr´ıas.
Soluciones de este tipo hay en todas las SUEGRAS.
El siguiente caso en simplicidad es el de una part´ıcula de masa M y carga ele´ctrica Q
en SUEGRA N = 2, d = 4 (Qij = Qǫij). En el sistema de referencia en el que la part´ıcula
esta´ en reposo (P µ) = (M, , 0, . . . , 0) y
M = iγ0M
(
δij +
Q
M
γ0ǫij
)
. (2.2.28)
Esta matriz 8×8 es singular so´lo cuando Q = ±M , en cuyo caso habr´ıa supersimetr´ıas
residuales generadas por cargas de supersimetr´ıa ǫ¯iQi donde ǫ¯i satisface la ligadura
(δij ± γ0ǫij)ǫj = 0 . (2.2.29)
Esta ecuacio´n tiene 4 soluciones independientes de las 8 posibles y as´ı el estado de
que hablamos preserva la mitad de las supersimetr´ıas. ¿A que´ solucio´n de la SUEGRA
N = 2, d = 4 corresponde este estado? Ha de corresponder a un objeto esfe´ricamente
sime´trico (lo ma´s parecido a un objeto puntual), esta´tico, de carga M = |Q| = 2|q| con la
normalizacio´n correcta: ¡un agujero ERN con carga ele´ctrica8! Esto debemos demostrarlo
encontrando los espinores de Killing. Veremos que efectivamente esto es as´ı en la siguiente
seccio´n.
¿Que´ pasa en el caso general? Centre´monos primero en d = 4 con cargas estrictamente
centrales. Para atacar el problema general es conveniente usar una base de Weyl en vez
de una base Majorana, de forma que las matrices de cargas ele´ctricas y magne´ticas se
combinan en una sola matriz antisime´trica ay compleja de cargas centrales Zij , que tiene
[N/2] autovalores Zi. De acuerdo con los autores de la Ref. [102], en el sistema de referencia
en el que la part´ıcula masiva esta´ en reposo, la matriz M es singular cuando el mo´dulo de
uno o varios de estos autovalores es igual a la masaM = |Zi|. La cantidad de supersimetr´ıa
preservada depende del nu´mero de mo´dulos de autovalores que sean iguales. Si todos son
iguales e igual a M , entonces se preservan la mitad de las supersimetr´ıas y en los dema´s
casos, menos. Veamos que´ pasa en los casos que nos interesan N = 1, 2, 4, 8, d = 4:
N=1 No hay estados masivos supersime´tricos.
8Con carga magne´tica P = ±M tendr´ıamos el proyector (δij±γ5γ0ǫij) y en el caso dio´nico P 2+Q2 =M2
el proyector ser´ıa [δij ± (cos ξ + i sin ξγ5)γ0ǫij ] = [δij ± eiγ5γ0ǫij ].
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N=2 1/2 de la supersimetr´ıa se preserva cuando9
M = |Z| ,
N=4 1/2 de las supersimetr´ıas se preserva si
M = |Z1| = |Z2| ,
y 1/4 si
M = |Z1| 6= |Z2| .
N=8 1/2 de las supersimetr´ıas se preserva si
M = |Z1| = |Z2| = |Z3| = |Z4| ,
1/4 si
M = |Z1| = |Z2| 6= |Z3,4| ,
y 1/8 si
M = |Z1| 6= |Z2,3,4| .
En todos los casos, los proyectores sobre los espinores son de la forma
(δij + γ0αij) , (2.2.30)
donde αij es una matriz que depende de la SUEGRA concreta con que estemos trabajando.
Estos proyectores deben de asociarse, pues a estados de part´ıculas puntuales masivas. Hay
un proyector por cada factor de 1/2 de supersimetr´ıa y deben conmutar entre s´ı para que
haya supersimetr´ıa.
¿A que´ tipo de soluciones van a estar asociados estos estados? Claramente, a gener-
alizaciones de ERN (soluciones esfe´ricamente sime´tricas, esta´ticas, cargadas) que depen-
dera´n de los campos que haya en la SUEGRA. Las ma´s estudiadas y conocidas son las de
N = 4, d = 4 que veremos en la Seccio´n 2.4.2. Sobre N = 8, d = 4 diremos algo en las
lecciones siguientes.
Pasemos ahora a estudiar la situacio´n cuando hay una carga cuasi-central (real) Z
(p)
a1···ap .
Utilizando identidades de las matrices gamma y el sistema de referencia apropiado, siempre
es posible escribir
M = iγ0M
(
δij +
Z(p)
M
γ0γ1 · · · γpαij
)
, (2.2.31)
que es singular si M = Z(p). Aqu´ı el proyector no puede ser interpretado como el de
una part´ıcula puntual. De hecho, las cargas con p ı´ndices Lorentz esta´n asociadas en la
SUEGRA a potenciales que son (p + 1)-formas diferenciales A(p+1)µ1···µp+1 que, al igual
9En N = 2 el u´nico autovalor es Z = Q+ iP .
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que una 1-forma (potencial vector) se acopla a la l´ınea del universo de una part´ıcula a
trave´s de un te´rmino de Wess-Zumino, se acopla al volumen del Universo de un objeto
de p dimensiones espaciales o p-brana. As´ı e´ste es el proyector asociado a una p-brana
supersime´trica que preserva 1/2 de las supersimetr´ıas.
En la Seccio´n 5.3 estudiaremos el caso en que hay varias cargas de este tipo distintas de
cero a un tiempo, que interpretaremos como intersecciones de p-branas. En estos casos, el
espinor ǫ ha de satisfacer varias ligaduras simulta´neamente. Esto sugiere la interpretacio´n
de los agujeros negros con varias cargas como superposiciones de agujeros negros ma´s
simples. Veremos en la Seccio´n 2.4.4 que esta interpretacio´n es posible en ciertos casos.
Estabilidad y cotas BPS
La matriz M tiene otra propiedad importante: es esencialmente el cuadrado de las super-
cargas y sus autovalores deben de tener propiedades de positividad. De hecho, se puede
demostrar que el jamiltoniano de las teor´ıas supersime´tricas es siempre no-negativo [103] o,
lo que es lo mismo, que M ≥ 0. Au´n ma´s: en teor´ıas con supersimetr´ıa extendida, la masa
esta´ acotada por debajo por los autovalores de la matriz de cargas centrales Zij [104, 102]
M ≥ |Zi| , i = 1, . . . , [N/2] , (2.2.32)
lo que se conoce como cotas de Bogomol´ nyi o cotas BPS. Es cuando alguna de estas cotas
se satura, cuando el estado tiene supersimetr´ıas residuales (es “BPS”).
Estas cotas juegan un papel crucial en la estabilidad de los estados y de las teor´ıas.
Los estados BPS tienen los valores mı´nimos de la energ´ıa para valores dados de las cargas
centrales. Estos u´ltimos no pueden variar porque en las teor´ıas no hay campos cargados
con respecto a ellas (por eso a veces se las califica como cargas topolo´gicas) y por lo tanto
los estados BPS son estables.
Despue´s de ver el lado algebraico/cua´ntico10 de las cotas, veamos el lado “supergrav-
itatorio”. Como hemos visto, SUGRA N = 1 no es ma´s que RG acoplada a un campo
fermio´nico. Esto implica que la energ´ıa (masa) en RG tambie´n ha de ser no-negativa [105].
La demostracio´n rigurosa de este teorema fue hecha por Schoen y Yau en Ref. [106] con
te´cnicas distintas, pero esta demostracio´n fue seguida inmediatamente por otra versio´n de
Witten [107] basada de nuevo en SUGRA. Esta te´cnica fue perfeccionada por Nester e
Israel Refs. [108, 109] y generalizada por Gibbons, Hull y otros [110, 111]. Los resultados
de la te´cnica de Witten, Israel y Nester (WIN) son la versio´n en SUEGRA de las cotas
BPS. La relacio´n esta´ explicada en el caso N = 1 en Ref. [112].
Las estados BPS de SUEGRA tienen cargas y masas que saturan cotas BPS y admiten
espinores de Killing. Dentro de la teor´ıa de SUEGRA concreta de que se trate, gozan de
estabilidad. En el caso concreto de ERN, esta estabilidad se manifiesta en la ausencia de
10Todo el razonamiento y los resultados anteriores se aplican so´lo a teor´ıas cua´nticas en las que los
estados han de estar en representaciones unitarias de los grupos de simetr´ıa (T. de Wigner). En teor´ıas
cla´sicas de campos, estos resultados no tienen aplicacio´n directa y se necesitan condiciones adicionales:
comportamiento asinto´tico y condiciones sobre la energ´ıa. A estos resultados nos vamos a referir ahora.
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radiacio´n de Hawking (T = 0). Aqu´ı aparece un nexo entre las propiedades termodina´micas
y la supersimetr´ıa del que vamos a encontrar ma´s ejemplos.
Pasamos ahora a ver ejemplos concretos de todos estos resultados generales.
2.3 Agujeros negros en Supergravedad N = 2, d = 4
2.3.1 SUEGRA N = 2, d = 4
SUEGRAN = 2, d = 4 fue construida originalmente por Ferrara y van Nieuwenhuizen [113]
acoplando un supermultiplete vectorial (compuesto por un vector y un gravitino) a SUGRA
N = 1, d = 4 y observando que la teor´ıa resultante era invariante bajo una transformacio´n
de supersimetr´ıa adicional11. As´ı, el supermultiplete de SUEGRA N = 2, d = 4 consta de
una te´trada, una pareja de gravitinos reales y un campo vectorial
{eaµ, ψµ =
(
ψ1µ
ψ2µ
)
, Aµ} . (2.3.1)
Los ı´ndices SO(2) i = 1, 2 no los escribiremos excepto cuando sea completamente necesario.
La accio´n en el formalismo de orden 1.5 es
S =
∫
d4x e
{
R(e, ω) + 2e−1ǫµνρσψ¯µγ5γν∇ρψσ − F2 + J(m)µν(J(e)µν + J(m)µν)
}
,
(2.3.2)
donde 

Fµν = F˜µν + J(m)µν ,
F˜µν = Fµν + J(e)µν ,
Fµν = 2∂[µAν] ,
(2.3.3)
y 

J(e)µν = iψ¯µσ2ψν ,
J(m)µν = − 12eǫµνρσψ¯ργ5σ2ψσ .
(2.3.4)
La ecuacio´n de ωµ
ab es la misma que en el caso N = 1 y la solucio´n es tambie´n Ec. (2.2.9)
pero con la torsio´n dada por
11Esto es similar a la construccio´n de SUGRA N = 1, d = 4 a partir de N = 0 (RG) acoplando un
gravitino.
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Tµν
a = iψ¯µγ
aψν (≡ iψ¯j µγaψjν) . (2.3.5)
Esta accio´n es invariante bajo 1. difeomorfismos, 2. transformaciones Lorentz locales, 3.
transformaciones gauge del potencial vector, 4. rotaciones globales SO(2) de los gravitinos
y 5. transformaciones locales de supersimetr´ıa N = 2

δǫe
a
µ = −iǫ¯γaψµ ,
δǫAµ = −iǫ¯σ2ψµ ,
δǫψµ = ∇˜µǫ ,
(2.3.6)
donde
∇˜µ = ∇µ + 14 6 F˜ γµσ2 , (2.3.7)
es la derivada supercovariante sobre ǫ.
Las ecuaciones de movimiento, pero no la accio´n, son invariantes bajo un grupo global
SO(2) de transformaciones quirales-duales

F˜ ′µν = cos θ F˜µν + sin θ
⋆F˜µν ,
ψ′µ = e
i
2
θγ5ψµ .
(2.3.8)
La correspondencia de todas estas simetr´ıas con propiedades del supera´lgebra corre-
spondiente es obvia.
2.3.2 Soluciones
Para nuestros propo´sitos, lo ma´s interesante de la SUEGRA N = 2, d = 4 es que su sector
boso´nico no es ma´s que la teor´ıa de Einstein y Maxwell que ya vimos y todas las soluciones
de e´sta lo son de la primera, en particular RN y MP.
Si RN describe un estado (posiblemente solito´nico, pues no hay materia cargada en
esta SUEGRA) de masa M y carga |Z| = |Q+ iP |, cua´nticamente M ≥ |Z|, justamente la
condicio´n de censura co´smica. Esto no es sorprendente, dada la relacio´n en la que hemos
insistido varias veces entre censura co´smica y positividad de la energ´ıa. Cla´sicamente se
puede probar [110] que bajo condiciones energe´ticas usuales y en espacios asinto´ticamente
planos, esa relacio´n se tiene que cumplir siempre.
La saturacio´n de la cota BPS coincide con el l´ımite de extremalidad de RN, la desapari-
cio´n de la radiacio´n de Hawking y la aparicio´n de soluciones esta´ticas con varios ERNs en
equilibrio (MP). Todas las soluciones de la familia MP admiten espinores de Killing [110],
pero hay au´n ma´s soluciones que los admiten como demostro´ Tod en Ref. [114]: la familia
de soluciones de Israel, Wilson y Perje´s (IWP) [115, 116] y una generalizacio´n de las ondas
gravitatorias planas que incluyen campos electromagne´ticos. Vamos a describir la familia
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IWP en la siguiente seccio´n. Aqu´ı basta decir que en ella hay soluciones con momento
angular y carga NUT, pero que las u´nicas soluciones regulares sin curvas cerradas de tipo
tiempo son las de la subfamilia de MP [78]. En particular, no hay agujeros negros super-
sime´tricos regulares con momento angular en SUGRA N = 2, d = 4. Este resultado es
va´lido para N = 4, 8, d = 4 tambie´n, pero no en d = 5.
En cuanto al nu´mero de supersimetr´ıas residuales, gene´ricamente las soluciones de IWP
tiene 1/2. Las dos excepciones conocidas son Minkowski y RB que tienen el ma´ximo nu´mero
de supersimetr´ıas preservadas y se pueden considerar vac´ıos de la teor´ıa.
2.4 Agujeros negros en Supergravedad N = 4, d = 4
2.4.1 SUEGRA N = 4, d = 4
El supermultiplete de SUEGRA N = 4, d = 4 [117] consta de la te´trada, seis vectores
abelianos, un escalar (dilato´n) un pseudoescalar (axio´n) cuatro gravitinos reales y cuatro
dilatinos reales (esp´ın 1/2)
{eaµ, A(n)µ, φ, a, ψiµ, λi} , (2.4.1)
respectivamente. La accio´n de los campos boso´nicos es
S =
∫
d4x
√
|g|
{
R + 2(∂φ)2 + 1
2
e4φ(∂a)2 − e−2φ
6∑
n=1
F (n)F (n) + a
6∑
n=1
F (n) ⋆F (n)
}
.
(2.4.2)
Adema´s de la invariancia bajo difeomorfismos, transformaciones de Lorentz locales,
transformaciones gauge de los seis vectores y transformaciones de supersimetr´ıa local
N = 4, rotaciones globales SO(4) de vectores y fermiones y rotaciones quirales-duales, el
sector boso´nico de esta teor´ıa es invariante bajo rotaciones globales SO(6) de los seis vec-
tores12 y (so´lo las ecuaciones del movimiento) bajo transformaciones de dualidad SL(2,Z)
que actu´an sobre los escalares y los vectores. Para describir esta simetr´ıa es conveniente
combinar los escalares en un escalar complejo que a veces es llamado axidilato´n
τ = a+ ie−2φ , (2.4.3)
y definir los duales SL(2,Z) de los vectores
F˜ (n)µν = ∂µA˜
(n)
ν − ∂νA˜(n)µ . (2.4.4)
Si Λ es una matriz SL(2,R)
12Esta simetr´ıa esta´ relacionada con la de rotaciones SO(4) que esperamos a partir del supera´lgebra que
se ve aumentada hasta SU(4) por las rotaciones quirales-duales.
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Λ =
(
a b
c d
)
, ad− bc = 1 , (2.4.5)
entonces los vectores y sus duales se transforman en dobletes (lo que antes llamamos vector
de dualidad)
(
F˜ (n)µν
F (n)µν
)
−→ Λ
(
F˜ (n)µν
F (n)µν
)
, (2.4.6)
y τ se transforma no-linealmente
τ −→ aτ + b
cτ + d
. (2.4.7)
Aqu´ı eφ juega el mismo papel que la constante de acoplo e en la dualidad ele´ctrico-
magne´tico y a juega el papel de un a´ngulo θ local. De hecho, desde el punto de vista de la
Teor´ıa de Cuerdas eφ es realmente la constante de acoplo.
El grupo de dualidad de esta teor´ıa es, pues el producto directo de la dualidad T
(SO(6)) y la S (SL(2,R)).
En N = 4 hay dos cotas BPS M2 − |Z1,2|2 ≥ 0. Ninguna de ellas es separadamente
invariante bajo dualidad, que las intercambia. Para escribir una cota invariante (cota BPS
generalizada) tomamos el producto de ambas cotas y dividimos por M2
M2 +
|Z1Z2|2
M2
− |Z1|2 − |Z2|2 ≥ 0 , (2.4.8)
que es la que debe de aparecer en la me´trica, que es invariante bajo dualidad. El te´rmino
|Z1Z2|2M−2 se puede interpretar con las cargas de los escalares en los agujeros negros
regulares. Como esperamos por el teorema de “no-pelo”, no son independientes de las
otras cargas.
2.4.2 Soluciones
Las soluciones de tipo agujero negro ma´s generales de esta teor´ıa se conocen desde hace
poco Ref. [127]. Su construccio´n ha sido la culminacio´n del esfuerzo de muchos autores:
las primeras soluciones fueron obtenidas por Gibbons en la Ref. [118] y la supersimetr´ıa
de las extremas fue demostrada en la Ref. [121]. En la Ref. [120] se utilizo´ por primera la
dualidad S para generar soluciones dio´nicas, posteriormente generalizadas en la Ref. [122],
donde se observo´ por primera vez que las transformaciones de dualidad S preservan las
propiedades de supersimetr´ıa de las soluciones originales. Las soluciones ma´s generales
sin momento angular ni carga NUT, fueron obtenidas en la Ref. [123] y la adicio´n de
carga NUT fue estudiada en la Ref. [124]. La soluciones supersime´tricas ma´s generales,
incluyendo momento angular y carga NUT fueron halladas por Tod en la Ref. [125] y poco
despue´s, independientemente en la Ref. [126].
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Por simplicidad vamos a presentar u´nicamente las soluciones supersime´tricas, llamadas
SWIP en la Ref. [126]. Todas las funciones que aparecen en los distintos campos de las solu-
cio´n se pueden expresar en te´rminos de dos funciones armo´nicas complejas completamente
arbitrarias H1,2(~x)
∂i∂iH1 = ∂i∂iH2 = 0 , (2.4.9)
y un conjunto de constante complejas k(n) que satisfacen las relaciones
N∑
n=1
(k(n))2 = 0 ,
N∑
n=1
|k(n)|2 = 1
2
, (2.4.10)
en el caso general13.
Las funciones armo´nicas aparecen en la me´trica a trave´s de las siguientes combinaciones:
e−2U = 2 ℑm (H1H2) , (2.4.11)
∂[i ωj] = ǫijk ℜe
(H1∂kH2 −H2∂kH1) . (2.4.12)
Los campos de la solucio´n son
ds2 = e2U (dt2 + ωidx
i)2 − e−2Ud~x2 , (2.4.13)
λ =
H1
H2 , (2.4.14)
A
(n)
t = 2e
2Uℜe (k(n)H2) , (2.4.15)
A˜
(n)
t = −2e2Uℜe
(
k(n)H1
)
. (2.4.16)
Estas soluciones generales se reducen a las me´tricas IWP de las que hablamos en la
Seccio´n anterior cuando
H1 = iH2 = 1√2V −1 , (2.4.17)
donde V −1 es una funcio´n armo´nica compleja. Todas las soluciones de esta subfamilia
tienen 1/2 de las supersimetr´ıas preservadas.
13Si una de las funciones armo´nicas es constante, entonces so´lo hace falta la segunda relacio´n.
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Propiedades de dualidad
La familia de soluciones es invariante, como familia, bajo todas las dualidades de la teor´ıa,
que no sirven ya para generar ninguna solucio´n nueva. En particular, H1,2 se transforman
como un doblete (linealmente) bajo SL(2,R) mientras que las k(n)s son invariantes y e´stas
se transforman como un vector de SO(6) mientras que las H1,2s son invariantes.
Estas propiedades de transformacio´n de los componentes funcionales de la solucio´n
tiene una interesante interpretacio´n desde el punto de vista de la geometr´ıa especial de
las SUGRAS N = 2, d = 4 (con materia en general) [128]. Esta interpretacio´n ha sido
usada para construir soluciones de tipo agujero negro extremos en SUGRAS N = 2, d = 4
[129] lo que tiene gran importancia porque las SUEGRAS N = 4, 8, d = 4 se pueden
interpretar como SUEGRAN = 2, d = 4 con una materia supersime´trica de tipo particular.
Sin embargo, esta direccio´n de trabajo no ha sido capaz de proporcionar soluciones tan
completas como las SWIP en esos casos [130, 131], sino que en general so´lo ha dado como
resultado “soluciones generatrices” con las que se podr´ıa (pero nadie lo ha hecho de forma
expl´ıcita) generar la solucio´n ma´s general con transformaciones de dualidad.
Propiedades de supersimetr´ıa
Si elegimos adecuadamente las funciones armo´nicas, las soluciones describen objetos pun-
tuales con masa M , cargas ele´ctricas, magne´ticas Γ(n), escalares Υ que son funcio´n de las
anteriores
Υ = −2
∑
n Γ
(n)
2
M
, (2.4.18)
y momento angular J . Estas cargas siempre satisfacen la identidad
M2 + |Υ|2 − 4
∑
n
|Γ(n)|2 = 0 , (2.4.19)
que tiene la forma exacta de la cota BPS generalizada. De hecho, podemos identificar los
autovalores de las cargas centrales
1
2
|Z1,2|2 =
∑
n
|Γ(n)|2 ±


(∑
n
|Γ(n)|2
)2
− |
∑
n
Γ(n)2|2


1
2
. (2.4.20)
El a´rea del horizonte es
A = 4π(|M |2 − |Υ|2) = 4π||Z1|2 − |Z2|2| , (2.4.21)
que se hace cero cuando las dos cargas son iguales. Este es el caso en el que las dos
cotas BPS se saturan simulta´neamente y tenemos 1/2 de las supersimetr´ıas preservadas.
El resultado es que so´lo con dos cargas centrales distintas y 1/4 de las supersimetr´ıas
preservadas los agujeros negros de SUEGRA N = 4, d = 4 tienen un a´rea finita.
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Si se buscan los espinores de Killing se encuentra que siempre hay 1/4 de las super-
simetr´ıas preservadas, como indica el hecho de que la cota BPS generalizada este´ au-
toma´ticamente saturada en estas soluciones. En el caso |Z1| = |Z2|, como esperamos, 1/2
de las supersimetr´ıas esta´n preservadas [126].
Finalmente, observamos que si reescribimos la fo´rmula del a´rea del horizonte en te´rmi-
nos de las cargas ele´ctricas y magne´ticas normalizadas de forma que al ser cuantizadas
tomen valores enteros, q˜(n), p˜(n), obtenemos una expresio´n que es independiente de todos
los mo´dulos de la solucio´n, como los valores asinto´ticos de los escalares
A = 8π
√√√√det
[(
~˜p
t
~˜q
t
)(
~˜p ~˜q
)]
, (2.4.22)
donde la accio´n del grupo de dualidad en el vector de carga
(
~˜p
~˜q
)
es
(
~˜p
~˜q
)′
= R⊗ S
(
~˜p
~˜q
)
, (2.4.23)
donde R ∈ SO(6) y S ∈ SL(2,R).
Esta es una propiedad fundamental de la entrop´ıa de los agujeros negros extremos, que
vamos a utilizar en la u´ltima leccio´n.
2.4.3 SUEGRA N = 8, d = 4
2.4.4 Soluciones: agujeros negros compuestos
Como hemos dicho, no existen soluciones similares a las SWIP de N = 4, d = 4 para el caso
N = 8, d = 4 que es bastante complicado de describir. Nos interesa ma´s en este momento
describir las propiedades generales de las soluciones supersime´tricas.
Primeramente, es posible ver que so´lo si las cuatro cargas centrales son distintas entre
s´ı y la solucio´n tiene 1/8 de las supersimetr´ıas preservadas, las soluciones tienen un hori-
zonte regular. El a´rea del horizonte se puede expresar tambie´n de forma manifiestamente
invariante bajo dualidad (aqu´ı llamada dualidad U, correspondiente al grupo E7,7) [132].
La soluciones ma´s simples esta´n descritas en [133].
En N = 8, d = 4 aparecen dos feno´menos nuevos: hay combinaciones de las cargas
que nos permiten tener agujeros negros “sin masa” supersime´tricos [134, 135]. Por otro
lado, hay agujeros negros extremos supersime´tricos que pierden la supersimetr´ıa cuando se
cambia el signo de una carga (lo que deja invariante la me´trica y los escalares). Este es un
hecho de dif´ıcil interpretacio´n [136].
Leccio´n 3
Teor´ıas efectivas de cuerdas: acciones
3.1 Introduccio´n
En esta leccio´n vamos a iniciar el estudio de los agujeros negros desde el punto de vista de la
Teor´ıa de Cuerdas. Nuestro punto de vista sera´ el de las acciones efectivas que describen la
dina´mica de los campos sin masa de la Teor´ıa de Cuerdas a bajas energ´ıas. Estas acciones
efectivas son en general acciones de SUEGRAS en diversas dimensiones, al menos cuando el
espectro de la teor´ıa de cuerdas correspondiente es supersime´trico y contiene un gravito´n.
De ah´ı nuestro intere´s en SUEGRAS en la leccio´n anterior. Las referencias esenciales de
introduccio´n a la Teor´ıa de Cuerdas son los libros de Green, Schwarz y Witten [151], Lu¨st
y Theysen [152] y el de Polchinski [153], ma´s reciente. Menos extensas, pero igualmente
interesantes son [154, 155, 156].
En este momento los teo´ricos de cuerdas creen que existe la denominada Teor´ıa M que
se manifiesta en diversos l´ımites y contextos como lo que antes se cre´ıa eran diferentes
teor´ıas de cuerdas y supergravedad. Estas diferentes teor´ıas esta´n conectadas por una red
de dualidades que las relacionan y que, se supone, ponen de manifiesto la relacio´n de todas
ellas con la Teor´ıa M. En un cierto l´ımite del que para nosotros es conveniente partir, la
Teor´ıa M se manifiesta como una teor´ıa que a bajas energ´ıas es SUGRA N = 1, d = 11.
Cuando esta teor´ıa es compactificada en un c´ırculo se obtiene una teor´ıa que a bajas
energ´ıas no es sino SUGRA N = 2A, d = 10. Esta teor´ıa era conocida como el l´ımite a
bajas energ´ıas de la Teor´ıa de Cuerdas tipo IIA y, de hecho, cuando incluimos en ella todos
los modos masivos de Kaluza-Klein que aparecen en la compactificacio´n desde d = 11, se
obtiene todo el espectro de esta teor´ıa de cuerdas. Au´n ma´s interesante, el dilato´n de la
Teor´ıa de Cuerdas tipo IIA (que es su “constante” de acoplo) es el radio de la dimensio´n
compactificada, lo que permite visualizar SUGRA N = 1, d = 11 como el l´ımite de acoplo
fuerte de la dicha teor´ıa de cuerdas [137]. E´sta y otras relaciones que vamos a ver esta´n
representadas en la Figura 3.1.
En d = 10 hay otra SUEGRA conocida: N = 2B, d = 10, que es quiral, y es el l´ımite de
baja energ´ıa de la Teor´ıa de Cuerdas tipo IIB. Resulta que cuando esta teor´ıa de cuerdas
y la tipo IIA son compactificadas en c´ırculos de radios inversos, tienen exactamente el
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mismo espectro y las mismas interacciones [138, 139]. Esta dualidad T entre ambas teor´ıas
se manifiesta en sus l´ımites de baja energ´ıa en que las SUEGRAS N = 2A, d = 10 y
N = 2B, d = 10 son ide´nticas cuando se las somete a compactificaciones duales [140,
141]. Esta dualidad T que relaciona radios grandes y pequen˜os es una de las propiedades
ma´s interesantes y especiales de la Teor´ıa de Cuerdas1 que se aplica no so´lo a vac´ıos
simples con una dimensio´n compacta como el producto directo de Minkowski por un c´ırculo
sino a variedades ma´s generales con el resultado de que geometr´ıas muy diferentes son
indistinguibles desde el punto de vista de la Teor´ıa de Cuerdas [143].
Si el l´ımite de acoplo fuerte de la Teor´ıa de Cuerdas tipo IIA es SUGRA N = 1, d = 11,
¿Cua´l es del de la tipo IIB? Esto es muy dif´ıcil de decir desde el punto de vista de la teor´ıa de
cuerdas, que esta´ definida perturbativamente (es decir: para constante de acoplo pequen˜a),
pero su teor´ıa efectiva de bajas energ´ıas nos da una pista: las ecuaciones del movimiento
de la SUEGRA N = 2B, d = 10 son invariantes baso una dualidad S que relaciona acoplos
fuertes y de´biles. As´ı, cuando el acoplo es fuerte, la teor´ıa se puede reescribir en te´rminos
de otra Teor´ıa de Cuerdas tipo IIB con constante de acoplo pequen˜a.
Conforme vamos compactificando ma´s dimensiones de estas teor´ıas de cuerdas, aparecen
otras dualidades que se manifiestan (no siempre) como simetr´ıas globales de las SUEGRAS
correspondientes. El grupo de todas estas dualidades de las teor´ıas tipo II compactificadas
en toros es el grupo de dualidad U [87].
Hasta este momento so´lo hemos hablado de teor´ıas con dos supersimetr´ıas en d = 10
(N = 1 en d = 11 N = 8 en d = 4), pero una de las teor´ıas de cuerdas ma´s interesantes, la
hetero´tica, tiene la mitad. Para hablar de e´sta y otras teor´ıas de cuerdas con N = 1, d = 10
tenemos que mencionar la segunda idea que ha modificado nuestra forma de entender la
Teor´ıa de Cuerdas: que e´sta describe no so´lo objetos unidimensionales (cuerdas) sino
objetos de ma´s dimensiones p-branas y p-orientiplanos y que se pueden construir nuevos
vac´ıos de la teor´ıa no so´lo por el procedimiento de compactificar en ciertas variedades,
sino poniendo p-branas o p-orientiplanos, cuyo efecto es el de romper parcialmente las
supersimetr´ıas, hacer que aparezcan nuevos estados sin masa (en particular campos de
Yang-Mills con grupos gauge no-Abelianos) y truncar las teor´ıas. Existen varios tipos de
estos objetos, algunos de ellos no muy bien conocidos, y todos ellos esta´n relacionados con
las cargas cuasi-centrales de los supera´lgebras de las SUEGRAS correspondientes.
As´ı, si para SUGRA N = 1, d = 10 elegimos un vac´ıo de la forma S1/Z2 y ponemos dos
9-branas (“M9-branas”) en los puntos fijos, en vez de obtener la Teor´ıa de Cuerdas tipo IIA
obtenemos la Teor´ıa Hetero´tica E8×E8 [144] cuyo l´ımite de baja energ´ıa esta´ descrito por
SUGRA N = 1, d = 10 acoplado a los correspondientes supermultipletes vectoriales. Y si
en el vac´ıo de la Teor´ıa de Cuerdas tipo IIB colocamos el nu´mero adecuado de 9-branas
de tipo Dirichlet (“D9-branas”) y 9-orientiplanos (“O9-planos”) obtenemos la Teor´ıa de
Cuerdas tipo I SO(32) [145] cuyo l´ımite de baja energ´ıa esta´ tambie´n descrito por SUGRA
N = 1, d = 10 acoplado a los correspondientes supermultipletes vectoriales. En el l´ımite
de acoplo fuerte esta teor´ıa es S dual a la Teor´ıa Hetero´tica SO(32) [146, 147, 148].
1Una monograf´ıa interesante sobre este tema es [142], aunque no contiene algunos de los resultados ma´s
interesantes sobre dualidad en cuerdas abiertas y D-branas.
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Figura 3.1: Directorio de SUGRAs. La relacio´n entre distintas teor´ıas compactificadas
en c´ırculos (l´ıneas con dos puntas de flecha) y truncacio´n (l´ıneas con una u´nica punta de
flecha) esta´ representada aqu´ı esquema´ticamente
Para interpretar esta u´ltima teor´ıa hay que introducir un importante aspecto de las
p-branas y p-orientiplanos: que tambie´n se transforman bajo las dualidades T y S. En
particular, bajo dualidad S, las D9-branas se transforman en S9-branas (tambie´n llamadas
NSNS9-branas) y los O9-planos en otros objetos de forma que la Teor´ıa Hetero´tica SO(32)
se puede considerar como la Teor´ıa de Cuerdas tipo IIB en acoplamiento fuerte (por la
dualidad S) con S9-branas y los duales S de los O9-planos [149, 150].
Hora que conocemos las reglas fundamentales de este juego, podemos empezar a hacer-
nos preguntas como ¿cua´l es el T dual de la Teor´ıa de Cuerdas tipo I SO(32)? (Es decir: si
la compactificamos en un c´ırculo, hay otra teor´ıa de cuerdas compactificada en un c´ırculo
de radio inverso que sea equivalente? De acuerdo con lo que sabemos, esta teor´ıa ha de ser
el resultado de poner en la Teor´ıa de Cuerdas tipo IIA los T duales de las D9s y los O9s
(D8s y O8s) con la dimensio´n que no esta´ dentro de e´stas compactificada en un c´ırculo de
radio inverso, que recibe el nombre de Teor´ıa de Cuerdas tipo I’.
As´ı se pueden generar muchas nuevas teor´ıas. En esta leccio´n vamos a estudiar las
teor´ıas efectivas a bajas energ´ıas de las teor´ıas de cuerdas ma´s relevantes para nosotros:
N = 1, d = 11, N = 2A, d = 10 y N = 2B, d = 10, co´mo se relacionan los campos y
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constantes que aparecen en sus acciones con los de las teor´ıas de cuerdas y co´mo se reflejan
en sus relaciones mutuas las dualidades entre las correspondientes teor´ıas de cuerdas.
3.2 Acciones ba´sicas y dualidades
3.2.1 SUGRA N = 1, d = 11
El supera´lgebra
El supera´lgebra N = 1, d = 11 con todas las posibles extensiones cuasi-centrales posibles
tiene el siguiente anticonmutador de supercargas es
{
ˆˆ
Q
ˆˆα,
ˆˆ
Q
ˆˆ
β
}
= i
(
ˆˆ
Γ
ˆˆa ˆˆC−1
)
ˆˆα
ˆˆ
β ˆˆP ˆˆa +
1
2
(
ˆˆ
Γ
ˆˆa1 ˆˆa2 ˆˆC−1
)
ˆˆα
ˆˆ
β ˆˆZ(2)ˆˆa1 ˆˆa2 +
i
5!
(
ˆˆ
Γ
ˆˆa1···ˆˆa5 ˆˆC−1
)
ˆˆα
ˆˆ
β ˆˆZ(5)ˆˆa1···ˆˆa5
+ 1
6!
(
ˆˆ
Γ
ˆˆa1···ˆˆa6 ˆˆC−1
)
ˆˆα
ˆˆ
β ˆˆZ(6)ˆˆa1···ˆˆa6 +
i
9!
(
ˆˆ
Γ
ˆˆa1···ˆˆa9 ˆˆC−1
)
ˆˆα
ˆˆ
βZ(9)a1···a9
+ 1
10!
(
ˆˆ
Γ
ˆˆa1···ˆˆa10 ˆˆC−1
)
ˆˆα
ˆˆ
β ˆˆZ(10)ˆˆa1···ˆˆa10 .
(3.2.1)
No todas las cargas cuasi-centrales pueden ser asociadas a potenciales de una SUGRA.
Este es el caso de
ˆˆZ(10) cuyo potencial asociado (una 11-forma) no es campos dina´mico y
no describe ningu´n grado de libertad continuo. Otras cargas cuasi-centrales simplemente
no aparecen (y los potenciales asociados tampoco). Este es el caso de
ˆˆZ(6) y ˆˆZ(9). Las
dos cargas centrales que quedan
ˆˆZ(2), ˆˆZ(5)esta´n asociadas a una 3-forma y una 6-forma,
que son duales de Hodge una de la otra. As´ı esperamos que SUGRA N = 1, d = 11 tenga
me´trica, gravitino (representado por un vector-espinor de Majorana con 32 componentes
reales) y una 3-forma2:
{
ˆˆeˆˆµ
ˆˆa,
ˆˆ
C ˆˆµˆˆν ˆˆρ,
ˆˆ
ψ ˆˆµ
}
. (3.2.2)
Los estados/soluciones asociados a los campos boso´nicos y a las cargas del supera´lgebra
son la onda gravitatoria (MW), la membrana (M2-brana) y la 5-brana (M5-brana).
Cuando la teor´ıa esta´ compactificada en un c´ırculo, aparecen nuevos estados en la teor´ıa:
el monopolo de Kaluza-Klein (KK7) y la 9-brana (KK9 o M9-brana para otros autores) y
las dos cargas cuasi-centrales
ˆˆZ(6) y ˆˆZ(9) aparecen. En la teor´ıa en d = 10 que se obtiene
por reduccio´n dimensional s´ı se puede definir un potencial 7-forma asociado a la
ˆˆZ (6) y un
potencial 9-forma asociado a la
ˆˆZ(9) (uno de sus ı´ndices tiene que ser siempre la direccio´n
compacta y so´lo los 8 restantes juegan algu´n papel).
2O una 6-forma, pero no se sabe co´mo formular la teor´ıa u´nicamente en funcio´n de la 6-forma.
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La accio´n
La accio´n para los campos boso´nicos de SUGRA N = 1, d = 11 es [157]
ˆˆ
S = 1
16πG
(11)
N
∫
d11 ˆˆx
√
|ˆˆg|
[
ˆˆ
R− 1
2·4!
ˆˆ
G 2 − 1
(144)2
1√
|ˆˆg|
ˆˆǫ
ˆˆ
G
ˆˆ
G
ˆˆ
C
]
, (3.2.3)
donde
ˆˆ
G = 4∂
ˆˆ
C , (3.2.4)
es la intensidad de campo de la 3-forma y es invariante bajo las transformaciones gauge
δˆˆχ
ˆˆ
C = 3∂ ˆˆχ . (3.2.5)
La accio´n es invariante bajo las transformaciones de supersimetr´ıa locales


δˆˆǫ
ˆˆeˆˆµ
ˆˆa = − i
2
¯ˆ
ǫˆ
ˆˆ
Γ
ˆˆa ˆˆψ ˆˆµ ,
δˆˆǫ
ˆˆ
ψ ˆˆµ = 2∇ˆˆµˆˆǫ+ i144
(
ˆˆ
Γ
ˆˆα
ˆˆ
β ˆˆγ
ˆˆ
δ
ˆˆµ − 8ˆˆΓ
ˆˆ
β ˆˆγ
ˆˆ
δ ˆˆη ˆˆµ
ˆˆα
)
ˆˆǫ
ˆˆ
Gˆˆαˆˆβ ˆˆγˆˆδ ,
δˆˆǫ
ˆˆ
C ˆˆµˆˆν ˆˆρ =
3
2
¯ˆ
ǫˆ
ˆˆ
Γ[ˆˆµˆˆν
ˆˆ
ψˆˆρ] .
(3.2.6)
Esta teor´ıa so´lo tiene una constante de acoplo: G
(11)
N o, equivalentemente, la longitud
de Planck ℓ
(11)
Planck.
Es interesante tambie´n observar la presencia de un te´rmino de Chern-Simons ˆˆǫ
ˆˆ
G
ˆˆ
G
ˆˆ
C
en la accio´n. Este te´rmino topolo´gico (no depende de la me´trica) modifica la ecuacio´n del
movimiento de
ˆˆ
C pero no la de Einstein, y, de acuerdo con Townsend [200] rige las posibles
intersecciones de M2- y M5-branas, como veremos en la Seccio´n 5.3.
El potencial magne´tico
La ecuacio´n de movimiento de la 3-forma se puede escribir as´ı:
∂
(
⋆ ˆˆG+ 35
2
ˆˆ
C
ˆˆ
G
)
= 0 , (3.2.7)
como una identidad de Bianchi. As´ı podemos identificar la expresio´n que esta´ entre pare´nte-
sis con 7∂
ˆˆ
C˜ donde
ˆˆ
C˜ es, por definicio´n, el potencial 6-forma dual. Esto implica que la
intensidad de campo de la 6-forma dual
ˆˆ˜
C es [158, 159, 160]:
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⋆ ˆˆG = 7
(
∂
ˆˆ
C˜ − 10 ˆˆC∂ ˆˆC
)
≡ ˆˆG˜ . (3.2.8)
ˆˆ
G˜ es evidentemente invariante bajo las transformaciones gauge
δˆˆ
χ˜
ˆˆ˜
C = 6∂ ˆˆ˜χ , (3.2.9)
donde ˆˆ˜χ es una 5-forma. Sin embargo, contiene expl´ıcitamente la 3-forma y, para que sea
invariante bajo las transformaciones gauge de e´sta (3.2.5)
ˆˆ
C˜ tiene que transformarse as´ı:
δˆˆχ
ˆˆ˜
C = −30∂ ˆˆχ ˆˆC . (3.2.10)
Este procedimiento para definir el dual de
ˆˆ
C en el que
ˆˆ
C no es completamente eliminado
recibe el nombre de dualizacio´n “on-shell”.
3.2.2 Reduccio´n a d = 10: la teor´ıa tipo IIA
El supera´lgebra
Como hemos dicho, al definir supersimetr´ıa en el espacio de Minkowski 10-dimensional
veces un c´ırculo, aparecen las cargas
ˆˆZ (6) y ˆˆZ(9) y hay que tenerlas en cuenta para hallar
todas las cargas del supera´lgebra 10-dimensional.
La reduccio´n dimensional del supera´lgebra es sencilla: los espinores3 (y las supercargas)
en d = 10 son los mismos que en d = 11, de forma que so´lo hace falta quitar una de las
tildes, las matrices gamma en d = 11 y d = 10 se relacionan entre s´ı de acuerdo con
Ec. (A.2.19) de forma que
ˆˆC = Cˆ y las cargas boso´nicas se descomponen
ˆˆ
P ˆˆa = (Pˆaˆ, Zˆ
(0)) ,
ˆˆ
Z
(2)
ˆˆa
ˆˆ
b
= (Zˆ
(2)
aˆbˆ
, Zˆ
(1)
aˆ ) ,
ˆˆ
Z
(5)
ˆˆa1···ˆˆa5 = (Zˆ
(5)
aˆ1···aˆ5 , Zˆ
(4)
aˆ1···aˆ4) , (3.2.11)
mientras que
ˆˆ
Z
(6)
ˆˆa1···ˆˆa6 = (Zˆ
(6)
aˆ1···aˆ6 , ·) ,
ˆˆ
Z
(9)
ˆˆa1···ˆˆa9 = (·, Zˆ
(8)
aˆ1···aˆ8) , (3.2.12)
con lo que se obtiene el supera´lgebra N = 2A, d = 10
{Qˆαˆ, Qˆβˆ} = i
(
ΓˆaˆCˆ−1
)
αˆβˆPˆaˆ +
∑
n=0,1,4,8
cn
n!
(
Γˆaˆ1···aˆnΓˆ11Cˆ−1
)
αˆβˆZˆ
(n)
aˆ1···aˆn
+
∑
n=2,5,6
cn
n!
(
Γˆaˆ1···aˆnΓˆ11Cˆ−1
)
αˆβˆZˆ
(n)
aˆ1···aˆn .
(3.2.13)
3Aunque los espinores son los mismos, en d = 10 son reducibles en dos espinores de Majorana-Weyl
con quiralidades opuestas. De ah´ı que pasemos de N = 1 a N = 2.
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Las cargas esta´n asociadas a un gravitino, una me´trica y potenciales que son (p+1)-formas
con p = 0, 1, 2, 4, 5, 6, 8. De e´stos los p = 0, 6 y p = 2, 4 esta´n relacionados por dualidad de
Hodge y so´lo uno de ellos (el de rango menor) aparece en la SUGRA. En vez de la 9-forma
lo que aparece en la supergravedad es un para´metro constante con dimensiones de masa
(SUGRA masiva de Romans [161]), pero aqu´ı vamos a ignorar esta complicacio´n de forma
que so´lo consideraremos los campos4{
gˆµˆνˆ , Bˆµˆνˆ , φˆ, Cˆ
(3)
µˆνˆρˆ, Cˆ
(1)
µˆ,
}
. (3.2.14)
Los estados/soluciones asociados son la onda plana gravitacional, las Dp-branas con p =
0, 2, 4, 6, 8, la cuerda fundamental (F1A o 1-brana NSNS) y la 5-brana solito´nica (S5A).
De forma general, es posible introducir ma´s cargas cuasi-centrales en este supera´lge-
bra. En particular, podemos introducir una de 5 ı´ndices distinta (aunque relacionada por
dualidad) y una de 9:
c5
5!
(
Γˆaˆ1···aˆ5 Γˆ11Cˆ−1
)
αˆβˆZˆ
(5)
aˆ1···aˆ5 +
c9
9!
(
Γˆaˆ1···aˆ9 Cˆ−1
)
αˆβˆZˆ
(9)
aˆ1···aˆ9 , (3.2.15)
que hemos de interpretar de nuevo que so´lo aparecen cuando la teor´ıa esta´ compactificada
en un c´ırculo. Los estados/soluciones asociados son el monopolo de Kaluza-Klein (KK6A)
y la 9-brana NSNS (KK9A) [150]. Adema´s hay que incluir una segunda carga de 8 ı´ndices
uno de los cuales esta´ siempre en la direccio´n compacta [162].
La accio´n boso´nica
Para obtener la accio´n para los modos sin masa que se obtienen al compactificar SUGRA
N = 1, d = 11 en un c´ırculo seguimos el procedimiento general de Scherk y Schwarz
[163]. Suponemos que todos los campos son independientes de la coordenada espacial
z = x10 ∈ [0, 2π−ℓ(11)Planck] y reescribimos la teor´ıa en forma 10-dimensional. La reduccio´n de
la me´trica 11-dimensional da lugar a la me´trica 10-dimensional, un vector y un escalar (el
dilato´n) mientras que la 3-forma da lugar a una 3- y una 2-forma. La me´trica, la 2-forma y
el dilato´n son campos del sector Neveu-Schwarz-Neveu-Schwarz (NSNS) en el espectro de la
Teor´ıa de Cuerdas tipo IIA y la 3-forma y el vector pertenecen al sector Ramond-Ramond
(RR).
Los campos 11-dimensionales se descomponen en campos 10-dimensionales as´ı:
ˆˆgµˆνˆ = e
− 2
3
φˆgˆµˆνˆ − e 43 φˆCˆ(1)µˆCˆ(1)νˆ , ˆˆC µˆνˆρˆ = Cˆ(3)µˆνˆρˆ ,
ˆˆgµˆz = −e
4
3
φˆCˆ(1)µˆ ,
ˆˆ
C µˆνˆz = Bˆµˆνˆ ,
ˆˆgzz = −e
4
3
φˆ .
(3.2.16)
Los Elfbein se descomponen as´ı:
4Adema´s de los campos asociados a las cargas que aparecen en el a´lgebra, hay un dilato´n y un dilatino.
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(
ˆˆeˆˆµ
ˆˆa
)
=

 e−
1
3
φˆeˆµˆ
aˆ e
2
3
φˆCˆ(1)µˆ
0 e
2
3
φˆ

 ,
(
ˆˆeˆˆa
ˆˆµ
)
=

 e
1
3
φˆeˆaˆ
µˆ −e 13 φˆCˆ(1)aˆ
0 e−
2
3
φˆ

 .
(3.2.17)
La accio´n para estos campos es la de la parte boso´nica de SUEGRA N = 2A, d = 10
[164] pero escrita en el sistema de referencia conforme de la cuerda5
Sˆ =
2π−ℓ
(11)
Planck
16πG
(11)
N
∫
d10xˆ
√|gˆ|{e−2φˆ [Rˆ− 4(∂φˆ)2 + 1
2·3!Hˆ
2
]
−
[
1
4
(
Gˆ(2)
)2
+ 1
2·4!
(
Gˆ(4)
)2]
− 1
144
1√
|gˆ| ǫˆ∂Cˆ
(3)∂Cˆ(3)Bˆ
}
.
(3.2.18)
Como vemos, los campos del sector NSNS vienen afectados por un prefactor comu´n
e−2φˆ, mientras que los del sector RR no llevan ningu´n prefactor.
Esta accio´n tiene un problema: la me´trica no puede ser asinto´ticamente plana en d = 10
y d = 11 simulta´neamente, puesto que, al ser z compacta ˆˆgzz (el dilato´n) no tiene por que´ ser
−1 en el infinito en las direcciones no-compactas, sino que, esencialmente, da la dimensio´n
asinto´tica de la direccio´n compacta, que es un nuevo para´metro que hemos introducido
impl´ıcitamente con la compactificacio´n. Si la me´trica 11-dimensional es asinto´ticamente
plana y denotamos por φˆ0 el valor asinto´tico del dilato´n, entonces la me´trica que hemos
definido se comporta en el infinito as´ı:
gˆµˆνˆ → e 23 φˆ0 ηˆµˆνˆ . (3.2.19)
Para obtener la me´trica de la cuerda “correcta” hemos de multiplicar e´sta, y todos los
campos, por un factor nume´rico, de acuerdo con
gˆµˆνˆ → e 23 φˆ0 gˆµˆνˆ , Cˆ(1)µˆ → e 13 φˆ0Cˆ(1)µˆ ,
Bˆµˆνˆ → e 23 φˆ0Bˆµˆνˆ , Cˆ(3)µˆνˆρˆ → eφˆ0Cˆ(3)µˆνˆρˆ ,
(3.2.20)
de forma que la accio´n queda as´ı:
5Por definicio´n, el sistema de referencia conforme de la cuerda es aque´l en el que la me´trica es la me´trica
que aparece en el modelo sigma de la cuerda. El sistema de referencia conforme de Einstein es aque´l en
el que no hay ningu´n factor extra multiplicando al escalar de Ricci en la accio´n de Einstein-Hilbert. En
el sistema de referencia conforme de la cuerda, siempre aparece el prefactor e−2φˆ. Ambos sistemas de
referencia conforme esta´n relacionados por una transformacio´n conforme de la me´trica, como veremos.
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Sˆ =
g2A
16πG
(10)
N A
∫
d10xˆ
√|gˆ|{e−2φˆ [Rˆ− 4(∂φˆ)2 + 1
2·3!Hˆ
2
]
−
[
1
4
(
Gˆ(2)
)2
+ 1
2·4!
(
Gˆ(4)
)2]
− 1
144
1√
|gˆ| ǫˆ∂Cˆ
(3)∂Cˆ(3)Bˆ
}
.
(3.2.21)
Aqu´ı hemos hecho las siguientes identificaciones de constantes. Primero, hemos iden-
tificado la constante de acoplo de la cuerda gA, que cuenta los lazos en las amplitudes de
cuerdas con el exponencial del valor asinto´tico del dilato´n
gA = e
φˆ0 . (3.2.22)
y, seguidamente, hemos identificado la constante de Newton 10-dimensional as´ı6:
2π−ℓ(11)Plancke
8
3
φˆ0
16πG
(11)
N
=
g2A
16πG
(10)
N A
. (3.2.23)
Esto implica la relacio´n
G
(10)
N =
G
(11)
N
2π−ℓ(11)Planckg
2/3
A
. (3.2.24)
Es u´til introducir el radio de la direccio´n compacta R11 (que no es
−ℓ(11)Planck)
R11 =
1
2π
lim
r→∞
∫ √
|ˆˆgzz|dz = ℓ(11)Plancke
2
3
φˆ0 = ℓ
(11)
Planckg
2/3
A . (3.2.25)
con el que la relacio´n entre las constantes de Newton en d = 10 y d = 11 se escribe
G
(10)
N A =
G
(11)
N
2πR11
=
G
(11)
N
V11
, (3.2.26)
como esperamos en teor´ıas de Kaluza-Klein (V11 es el volumen del espacio compacto).
Utilizando la definicio´n de la longitud de Planck Ec. (1.1.6) tenemos
G
(10)
N A =
(ℓ
(11)
Planck)
8
32π2g
2/3
A
. (3.2.27)
Este resultado ha de ser comparado con el valor de G
(10)
N que se obtiene, con argumentos
puramente cuerd´ısticos en te´rminos de las variables ℓs, gA
6El factor g2A absorbe el valor asinto´tico del dilato´n en la accio´n.
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G
(10)
N A = 8π
6g2Aℓ
8
s , (3.2.28)
donde ℓs =
√
α′ es la longitud de la cuerda. Ambos resultados son consistentes si
ℓ
(11)
Planck = 2πℓsg
1/3
A ,
R11 = ℓsgA ,
(3.2.29)
que son las relaciones entre constantes 11- y 10-dimensionales ma´s importantes.
Es fa´cil ver que el l´ımite de acoplo fuerte de la teor´ıa tipo IIA (gA → ∞) coincide
con el l´ımite de descompactificacio´n (R11 → ∞) en el que una nueva dimensio´n se vuelve
macrosco´pica.
Esta teor´ıa hereda de la 11-dimensional un te´rmino de Chern-Simons que determina
las intersecciones posibles de los objetos extensos de la misma [200] como veremos en la
Seccio´n 5.3.
Potenciales magne´ticos
Los potenciales duales de la SUEGRA N = 2A, d = 10 so´lo se pueden introducir por dual-
izacio´n on-shell. Es posible relacionar las intensidades de campo “ele´ctricas” y “magne´ticas”
de acuerdo con la relacio´n general
Gˆ(10−k) = (−1)[k/2] ⋆Gˆ(k) , (3.2.30)
de forma que todas las intensidades de campo RR se escriben as´ı7
Gˆ = dCˆ − Hˆ ∧ Cˆ , (3.2.31)
y las identidades de Bianchi y las ecuaciones de movimiento as´ı:
dGˆ− Hˆ ∧ Gˆ = 0 , d⋆Gˆ+ Hˆ ∧ ⋆Gˆ = 0 . (3.2.32)
Para la 2-forma NSNS, la definicio´n de la intensidad de campo dual es
Hˆ(7) = e−2φˆ ⋆Hˆ , (3.2.33)
y la identidad de Bianchi de la 3-forma se vuelve la ecuacio´n de movimiento de la 7-forma
dual
7Estamos utilizando el lenguaje de formas diferenciales y la notacio´n en la que cada letra representa la
suma formal de las formas diferenciales de todos los rangos Cˆ = Cˆ(0) + Cˆ(1) + Cˆ(2) + . . . etc.
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dH = 0 , d
(
e2φ ⋆Hˆ(7)
)
= 0 , (3.2.34)
y viceversa
d
(
e−2φ ⋆Hˆ
)
+ 1
2
⋆Gˆ ∧ Gˆ = 0 , dHˆ(7) + 1
2
⋆Gˆ ∧ Gˆ = 0 . (3.2.35)
Una definicio´n posible es
Hˆ(7) = dBˆ(6) − 1
2
n=4∑
n=1
⋆Gˆ(2n+2) ∧ Cˆ(2n−1) . (3.2.36)
Fermiones y reglas de supersimetr´ıa
Los espinores 11-dimensionales se expresan en te´rminos de los 10-dimensionales (gravitino
ψˆµˆ y dilatino λˆ y el para´metro de transformacio´n de supersimetr´ıa ǫˆ) as´ı:


ˆˆǫ = e−
1
6
(φˆ−φˆ0) ǫˆ ,
ˆˆ
ψaˆ = e
1
6
(φˆ−φˆ0)
(
2ψˆaˆ − 13 Γˆaˆλˆ
)
,
ˆˆ
ψz =
2i
3
e
1
6
(φˆ−φˆ0)Γˆ11λˆ .
(3.2.37)
Obse´rvese que con estas definiciones el gravitino ψˆµˆ es real pero el dilatino λˆ es imagi-
nario puro.
Las reglas de transformacio´n de supersimetr´ıa (al orden ma´s bajo en fermiones y so´lo
con los potenciales NSNS y RR “ele´ctricos”) son:
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δǫˆeˆµˆ
aˆ = −i¯ǫˆΓˆaˆψˆµˆ ,
δǫˆψˆµˆ =
{
∂µˆ − 14
(
6 ωˆµˆ + 12Γ11 6Hˆµ
)}
ǫˆ+ i
8
eφˆΣn=1,2
1
(2n)!
6Gˆ(2n)Γˆµˆ
(
−Γˆ11
)n
ǫˆ ,
δǫˆBˆµˆνˆ = −2i¯ǫˆΓˆ[µˆΓˆ11ψˆνˆ] ,
δǫˆCˆ
(1)
µˆ = −eφˆ¯ˆǫΓˆ11
(
ψˆµˆ − 12 Γˆµˆλˆ
)
,
δǫˆCˆ
(3)
µˆνˆρˆ = 3e
φˆǫ¯Γˆµˆνˆ
(
ψˆρˆ] − 13! Γˆρˆ]λˆ
)
+ 3Cˆ(1)[µˆδǫˆBˆµˆνˆ] ,
δǫˆλˆ =
(
6∂φˆ + 1
12
Γˆ11 6Hˆ
)
ǫˆ+ i
4
eφˆ
∑
n=1,2
5−2n
(2n)!
6Gˆ(2n)
(
−Γˆ11
)n
ǫˆ ,
δǫˆφˆ = − i2¯ˆǫλˆ .
(3.2.38)
3.2.3 La teor´ıa tipo IIB. Dualidad S
El supera´lgebra
Las dos supercargas del supera´lgebra N = 2B, d = 10 tienen la misma quiralidad (positiva,
por simplicidad) y no es posible combinarlas en una sola, como en el caso anterior. Por
ello hemos de introducir ı´ndices i, j = 1, 2 de SO(2) para distinguirlas. De acuerdo con los
principios generales, el anticonmutador ma´s general posible de las supercargas es
{Qˆi αˆ, Qˆj βˆ} = iδij
(
ΓˆaˆCˆ−1
)
αˆβˆPˆaˆ +
(
ΓˆaˆCˆ−1
)
αˆβˆZˆ
(1) (ij)
aˆ +
i
3!
(
Γˆaˆ1aˆ2aˆ3 Cˆ−1
)
αˆβˆZˆ
(3) [ij]
aˆ1aˆ2aˆ3
+ i
5!
(
Γˆaˆ1···aˆ5 Cˆ−1
)
αˆβˆZˆ
(5) (ij)
aˆ1···aˆ5 +
i
7!
(
Γˆaˆ1···aˆ7 Cˆ−1
)
αˆβˆZˆ
(7) [ij]
aˆ1···aˆ7
+ i
9!
(
Γˆaˆ1···aˆ9 Cˆ−1
)
αˆβˆZˆ
(9) (ij)
aˆ1···aˆ9 .
(3.2.39)
Las cargas sime´tricas en el par de ı´ndices ij se descomponen en las 3 posibilidades
independientes:
Zˆ
(1) (ij)
aˆ = Zˆ
(1) 0
aˆ δ
ijZˆ
(1) 1
aˆ σ
1 + Zˆ
(1) 3
aˆ σ
3 , (3.2.40)
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etc. El primer te´rmino es un singlete de SO(2) y los otros dos forman un doblete. En
el caso de Zˆ(1) no existe un singlete independiente del momento y en los de Zˆ(5) y Zˆ(9)
tampoco existe un singlete si no se compactifica en un c´ırculo.
Las cargas asime´tricas son singletes de SO(2). Por ejemplo:
Zˆ
(3) [ij]
aˆ1aˆ2aˆ3
= Zˆ
(3)
aˆ1aˆ2aˆ3
iσ2 . (3.2.41)
Todas estas cargas esta´n asociadas a dos gravitinos, una me´trica y potenciales que son
(p + 1)-formas con p = 1, 3, 5, 7, 9. Los casos p = 1, 5 esta´n relacionados por dualidad
de Hodge y so´lo los de p = 1 aparecen en la accio´n, formando un doblete de dualidad S
(un potencial NSNS y uno RR, como veremos) que esta´ relacionada con la simetr´ıa SO(2)
del supera´lgebra. En el caso p = 3 so´lo hay un potencial que es autodual (de hecho su
intensidad de campo es una 5-forma autodual). En el caso p = 7 so´lo hay un potencial:
un escalar que de hecho es el dual de la 8-forma correspondiente. Este potencial no es
invariante bajo dualidad S, pero no parece formar un doblete con ningu´n otro campo.
Argumentos de dualidad T entre las teor´ıas IIA y IIB parecen sugerir que se debe de
introducir una segunda carga Zˆ(7)′. As´ı los campos boso´nicos son8
{ˆµˆνˆ , Bˆµˆνˆ , ϕˆ} , (3.2.42)
en el sector NSNS y
{ ˆC(0), ˆC(2)µˆνˆ , ˆC(4)µˆνˆρˆσˆ} , (3.2.43)
en el sector RR.
Los estados/soluciones asociados son la onda gravitacional, las Dp-branas con p =
1, 3, 5, 7, 9 y, en el sector NSNS, la cuerda fundamental F1B, la 5-brana solito´nica S5B y
la 9-brana solito´nica S9B (a veces llamada NSNS9). Dada la no-invariancia de la D7-brana
bajo dualidad S, es tentador introducir un objeto dual: la S7-brana que adema´s parece ser
requerida por dualidad T [168, 165], pero el status de este objeto no esta´ completamente
claro.
Al compactificar la teor´ıa en un c´ırculo hay que considerar una carga con 5 ı´ndices
singlete asociada al monopolo de Kaluza-Klein (KK6B).
La accio´n de la teor´ıa tipo IIB
Las intensidades de campo de los potenciales RR de esta teor´ıa se pueden escribir exacta-
mente igual que en el caso IIA, de acuerdo con las Ecs. (3.2.31),(3.2.32). As´ı tenemos
8Como en el caso IIA, hay dilato´n y dilatino que no aparecen asociados directamente a ninguna carga
del a´lgebra.
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

Hˆ = 3∂B ,
Gˆ(1) = ∂Cˆ(0) ,
Gˆ(3) = 3
(
∂Cˆ(2) − ∂BˆCˆ(0)
)
,
Gˆ(5) = 5
(
∂Cˆ(4) − 6∂BˆCˆ(2)
)
.
(3.2.44)
Una de las ecuaciones de esta teor´ıa es la condicio´n de auto-dualidad de la 5-forma RR
[166]
Gˆ(5) = +⋆Gˆ(5) . (3.2.45)
Es imposible escribir una accio´n covariante que de´ esta ecuacio´n del movimiento, al
menos sin introducir campos auxiliares, ba´sicamente porque la autodualidad implica
(
Gˆ(5)
)2
=
(
⋆Gˆ(5)
)2
= −
(
Gˆ(5)
)2
⇒= 0 . (3.2.46)
Si prescindimos de esta condicio´n, s´ı que podemos escribir una accio´n (accio´n NSD) [167]
de la cual derivamos ecuaciones de movimiento que simplemente debemos de complementar
con la condicio´n de autodualidad. Esta accio´n es en el sistema de referencia conforme de
la cuerda
SNSD =
g2B
16πG
(10)
N B
∫
d10xˆ
√|ˆ| {e−2ϕˆ [Rˆ(ˆ)− 4 (∂ϕˆ)2 + 1
2·5!Hˆ2
]
+1
2
(
Gˆ(0)
)2
+ 1
2·3!
(
Gˆ(3)
)2
+ 1
4·3!
(
Gˆ(5)
)2
− 1
192
1√
|ˆ| ǫ ∂Cˆ
(4)∂Cˆ(2)Bˆ
}
,
(3.2.47)
Obse´rvese que el te´rmino cine´tico de la 4-forma tiene un factor extra de 1/2 que, en
cierto sentido, tiene en cuenta que la 4-forma no-autodual describe el doble de grados de
libertad de los que debe. Obse´rvese tambie´n que hemos introducido, como en el caso IIA
un prefactor g2B para absorber el valor asinto´icos del dilato´n, usando la definicio´n
gB = e
ϕˆ0 . (3.2.48)
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Potenciales magne´ticos
Los potenciales magne´ticos se introducen tambie´n usando la misma relacio´n que en el
caso IIA Ec. (3.2.30), consistentemente con las Ecs. (3.2.31),(3.2.32).
Las reglas de transformacio´n bajo supersimetr´ıa
Son
δεˆeˆµˆ
aˆ = −i¯ˆεΓˆaˆζˆµˆ ,
δεˆζˆµˆ = ∇µˆεˆ− 18 6Hˆµˆσ3εˆ+ 18eϕˆ
∑
n=1,2,3
1
(2n−1)! 6Gˆ(2n−1)ΓˆµˆPnεˆ ,
δεˆBˆµˆνˆ = −2i¯ˆεσ3Γˆ[µˆζˆνˆ] ,
δεˆCˆ
(2n−2)
µˆ1···µˆ2n−2 = i(2n− 2)e−ϕˆ¯ˆεPnΓˆ[µˆ1···µˆ2n−3
(
ζˆµˆ2n−2] − 12(2n−2) Γˆµˆ2n−2]χˆ
)
+1
2
(2n− 2)(2n− 3)Cˆ(2n−4)[µˆ1···µˆ2n−4δεˆBˆµˆ2n−3µˆ2n−4 ,
δεˆχˆ =
(
6∂ϕˆ− 1
12
6Hˆσ3
)
εˆ+ 1
2
eϕˆ
∑
n=1,2,3
(n−3)
(2n−1)! 6Gˆ(2n−1)Pnε ,
δεˆϕˆ = − i2 ¯ˆεχˆ ,
(3.2.49)
donde
Pn =


σ1 , n even ,
iσ2 , n odd .
(3.2.50)
Dualidad S en la teor´ıa tipo IIB
Hemos mencionado que la teor´ıa tipo IIB es invariante bajo una dualidad S. Como la
mayor parte de las dualidades, e´sta so´lo es manifiesta en el sistema de referencia conforme
de Einstein. La razo´n es que si las dualidades involucran a los escalares y e´stos aparecen
como prefactores de la accio´n, so´lo transformando la me´trica vamos a ver la dualidad, lo
cual puede ser muy complicado.
Por lo tanto, para empezar, reescaleamos la me´trica con el dilato´n para reescribir la
accio´n en el sistema de referencia conforme de Einstein
ˆE µν = e
−ϕ/2µν . (3.2.51)
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Esto no es suficiente para hacer la simetr´ıa manifiesta. Hemos de redefinir los poten-
ciales, puesto que los que estamos utilizando son adecuados para describir dualidad T, pero
no dualidad S. Los nuevos potenciales son


~ˆB =
(
Cˆ(2)
Bˆ
)
,
Dˆ = Cˆ(4) − 3BˆCˆ(2) ,
(3.2.52)
y sus intensidades de campo son

~ˆH = 3∂ ~ˆB ,
Fˆ = Gˆ(5) = + ⋆Fˆ
= 5
(
∂Dˆ − ~ˆB Tη ~ˆH
)
,
(3.2.53)
donde η es la matriz 2× 2
η = iσ2 =
(
0 1
−1 0
)
= −η−1 = −ηT , (3.2.54)
que, dado el isomorfismo SL(2,R) ∼ Sp(2,R), puede ser identificada con una me´trica
invariante
ΛηΛT = η , ⇒ ηΛηT = (Λ−1)T , Λ ∈ SL(2,R) . (3.2.55)
Finalmente, definimos la matriz de escalares 2× 2 Mˆij
Mˆ = eϕˆ

 |τˆ |2 Cˆ(0)
Cˆ(0) 1

 , Mˆ−1 = eϕˆ

 1 −Cˆ(0)
−Cˆ(0) |τˆ |2

 , (3.2.56)
donde τˆ es el escalar complejo
τˆ = Cˆ(0) + ie−ϕˆ . (3.2.57)
Bajo Λ ∈ SL(2,R) los diferentes campos que hemos definido se transforman as´ı:
Mˆ′ = ΛMˆΛT ,
~ˆB′ = Λ ~ˆB ,
(3.2.58)
mientras que la 4-forma y la me´trica de Einstein son invariantes. La regla de transformacio´n
de Mˆ implica, para τˆ
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τˆ ′ =
aτˆ + b
cτˆ + d
. (3.2.59)
En te´rminos de los nuevos campos, la accio´n NSD es manifiestamente invariante bajo
dualidad S:
SˆNSD =
g2B
16πG
(10)
N
∫
d10xˆ
√|ˆE|
{
Rˆ(ˆE) +
1
4
Tr
(
∂MˆMˆ−1
)2
+ 1
2·3!
~ˆH TMˆ−1 ~ˆH + 1
4·5! Fˆ
2 − 1
27·33
1√
|ˆE |
ǫ Dˆ ~ˆH Tη ~ˆH
}
,
(3.2.60)
Obse´rvese que el factor
g2B
16πG
(10)
N
es invariante bajo dualidad S porque no depende de gB
(ve´ase la Ec. (3.2.28)). So´lo en este sistema de referencia conforme la me´trica es invariante
bajo dualidad S. Sin embargo, e´ste no es en realidad el sistema de referencia conforme de
Einstein porque, si la me´trica de la que partimos era asinto´ticamente plana, e´sta no lo es9.
Hay que volver a reescalearla con el valor asinto´tico del dilato´n para llegar a la aute´ntica
me´trica de Einstein (me´trica de Einstein modificada)que, por lo tanto, no es invariante
bajo dualidad S. Tampoco lo sera´n las masas medidas en este sistema. E´ste es un dato
importante que utilizaremos en la siguiente leccio´n.
Es costumbre llamar transformacio´n de dualidad S a la producida por la matriz de
SL(2,R) Λ = η. Esta transformacio´n intercambia las 2-formas NSNS y RR e invierte el
escalar complejo τˆ ′ = −1/τˆ . En ausencia de 0-forma RR, esta transformacio´n invierte el
dilato´n y, por lo tanto la constante de acoplo de la cuerda
g′B = 1/gB . (3.2.61)
La me´trica de la cuerda se transforma bajo SL(2,R) as´ı:
ˆ′ = |cλˆ+ d|ˆ , (3.2.62)
y, bajo la transformacio´n de dualidad S anterior, en ausencia de 0-forma RR
ˆ′ = e−ϕˆˆ , (3.2.63)
lo que implica para los radios de las dimensiones compactas medidos en este sistema de
referencia
R′ = R/gB (3.2.64)
9En la literatura, sin embargo, se le denomina sistema de referencia de Einstein y, al que deber´ıa
denominarse de Einstein se le llama sistema de referencia conforme de Einstein modificado [2].
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3.2.4 Dualidad T entre las teor´ıas tipo II
En la introduccio´n hemos dicho que las Teor´ıas de Cuerdas tipo IIA y IIB son equivalentes
cuando se las compactifica en c´ırculos de radios rec´ıprocamente inversos (son duales T).
Esto permite relacionar todos los grados de libertad de las teor´ıas. Hay dos relaciones
principales:
1. La relacio´n entre modos de momento (Kaluza-Klein) y modos de enrollamiento (wind-
ing): los estados que en una teor´ıa corresponden a cuerdas (cerradas) movie´ndose en
la dimensio´n compacta, en la otra corresponden a cuerdas que esta´n enrolladas en la
dimensio´n compacta dual, de radio dual. En los espectros respectivos, ambos tipos
de modos aparecen con la misma masa.
2. La relacio´n entre Dp-branas de una teor´ıa con una de sus dimensiones enrollada
en la dimensio´n compacta del espacio-tiempo y D(p − 1)-branas de la otra teor´ıa
ortogonales a la dimensio´n compacta dual.
La dualidad T es la ma´s interesante de las propiedades de la Teor´ıa de Cuerdas. Una de
sus implicaciones es que no podemos hacer desaparecer una dimensio´n compactifica´ndola
en un c´ırculo y haciendo su radio tender a cero, porque (a diferencia de lo que pasa en las
teor´ıas de Kaluza-Klein) esta teor´ıa es equivalente a otra con un radio que tiende a infinito.
Por otro lado sugiere que con las cuerdas (objetos de taman˜o finito) no se pueden medir
distancias pequen˜as, lo que implicar´ıa una modificacio´n del Principio de Incertidumbre de
Heisenberg.
En las acciones efectivas la dualidad T se manifiesta relacio´n entre los campos 10-
dimensionales de ambas teor´ıas que permite transformar cualquier solucio´n de una de ellas
que no dependa de la coordenada compacta en una solucio´n de la otra que no depende
de la otra coordenada compacta. Las reglas que permiten hacer esta transformacio´n son
las reglas de Buscher. Para obtenerlas hay que realizar la reduccio´n dimensional de las
acciones de las SUEGRAS N = 2A, d = 10 y N = 2B, d = 10 de tal manera que den la
misma accio´n en d = 9.
En esta Seccio´n vamos simplemente a contar co´mo se reducen ambas teor´ıas y dar
las reglas de Buscher resultantes, que necesitaremos en la pro´xima leccio´n para relacionar
soluciones. Tambie´n podemos aprender de ellas la relacio´n entre los grados de libertad de
las dos teor´ıas tipo II, comprobando lo dicho ma´s arriba.
Para empezar y como preparacio´n, vamos a reducir las supera´lgebras de estas teor´ıas.
De esta reduccio´n podemos aprender tambie´n co´mo se relacionan los grados de libertad
solito´nicos de estas dos teor´ıas a trave´s de las relaciones entre las cargas cuasi-centrales.
Reduccio´n del supera´lgebra N = 2A, d = 10 a d = 9
Los espinores en d = 10 se descomponen en dos espinores en d = 9, que indicamos con
un ı´ndice espinorial y un ı´ndice de SO(2): αˆ = (α, i), i = 1, 2. Las matrices gamma 10-
dimensionales se descomponen en el producto tensorial de matrices gamma 9-dimensionales
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y matrices de Pauli como viene indicado en el Ape´ndice A.2.3. Incluyendo todas las
cargas que aparecen cuando una de las dimensiones es compacta, se obtiene el siguiente
supera´lgebra N = 2, d = 9
{Qi α, Qj β} = i (ΓaC−1)αβ
(
δijPa + σ
1 ijZ
(1) 1
a + σ3 ijZ
(1) 3
a
)
+ (C−1)αβ (δijZ(0) 0 + σ1 ijZ(0) 1 + σ3 ijZ(0) 3)
+ i
2!
(Γa1a2C−1)αβ σ2 ijZ(2)a1a2 + 13! (Γa1a2a3C−1)
αβ
σ2 ijZ
(3)
a1a2a3
+ 1
4!
(Γa1·a4C−1)αβ
(
σ1 ijZ
(4) 1
a1·a4 + σ
3 ijZ
(4) 3
a1·a4
)
+ i
5!
(Γa1·a5C−1)αβ
(
δijZ
(5) 0
a1·a5 + σ
1 ijZ
(5) 1
a1·a5 + σ
3 ijZ
(5) 3
a1·a5
)
+ i
6!
(Γa1···a6C−1)αβ σ2 ij
(
Z
(6)
a1···a6 + Z
(6)′
a1···a6
)
+ 1
7!
(Γa1···a7C−1)αβ σ2 ij
(
Z
(7)
a1···a7 + Z
(7)′
a1···a7
)
+ 1
8!
(Γa1·a8C−1)αβ
(
σ1 ijZ
(8) 1
a1·a8 + σ
3 ijZ
(8) 3
a1·a8
)
.
(3.2.65)
La invariancia (o covariancia) SO(2) de este supera´lgebra es herencia de su origen 11-
dimensional a trave´s de la compactificacio´n en un 2-toro. El supera´lgebra N = 2B, d = 10
tiene la misma estructura SO(2), pero no relacionada con compactificaciones, sino con la
dualidad S. Esto sugiere una relacio´n entre la dualidad S de la teor´ıa tipo IIB y la simetr´ıa
del 2-toro10.
Reduccio´n del supera´lgebra N = 2B, d = 10 a d = 9
La reduccio´n de este supera´lgebra es muy sencilla y da el mismo supera´lgebra en d = 9.
Esto nos permite relacionar las componentes de las cargas de las dos supera´lgebras 10-
dimensionales, conformando las dos reglas generales de T dualidad.
Reduccio´n de la tipo IIA a d = 9
Para establecer dualidad T entre las acciones efectivas de las SUEGRAS N = 2A, d =
10 y N = 2B, d = 10 tenemos que hacer la reduccio´n dimensional de ambas acciones,
utilizando variables duales. Por razones de espacio, no podemos explicar en detalle todo
el proceso y simplemente escribimos co´mo los campos de las dos teor´ıas 10-dimensionales
se descomponen en te´rminos de los campos de la u´nica teor´ıa 9-dimensional.
10El grupo modular del toro es precisamente PSL(2,Z).
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Campos del sector NSNS:
gˆµν = gµν − k2A(1)µA(1)ν ,
Bˆµν = Bµν + A
(1)
[µA
(2)
ν] ,
φˆ = φ+ 1
2
log k ,
gˆµx = −k2A(1)µ ,
Bˆµx = −A(2)µ ,
gˆxx = −k2 ,
gµν = gˆµν − gˆµxgˆνx/gˆxx ,
Bµν = Bˆµν + gˆ[µ|x|Bˆν]x/gˆxx ,
φ = φˆ− 1
4
log |gˆxx| ,
A(1)µ = gˆµx/gˆxx ,
A(2)µ = −Bˆµx ,
k = |gˆxx|1/2 .
(3.2.66)
Campos del sector RR:
Cˆ(2n−1)µ1···µ2n−1 = C
(2n−1)
µ1···µ2n−1 + (2n− 1)A(1)[µ1C(2n−2)µ2···µ2n−1] ,
Cˆ(2n+1)µ1···µ2nx = C
(2n)
µ1···µ2n ,
C(2n−1)µ1···µ2n−1 = Cˆ
(2n−1)
µ1···µ2n−1 − (2n− 1)gˆ[µ1|x|Cˆ(2n−1)µ2···µ2n−1]x/gˆxx ,
C(2n)µ1···µ2n = Cˆ
(2n+1)
µ1···µ2nx .
(3.2.67)
Reduccio´n de la tipo IIB a d = 9
Campos del sector NSNS:
ˆµν = gµν − k−2A(2)µA(2)ν ,
Bˆµν = Bµν + A(1)[µA(2)ν] ,
ϕˆ = φ− 1
2
log k ,
ˆµy = −k−2A(2)µ ,
Bˆµy = A(1)µ ,
ˆyy = −k−2 ,
gµν = ˆµν − ˆµy ˆνy/ˆyy ,
Bµν = Bˆµν + ˆ[µ|y|Bˆν]y/ˆyy ,
φ = ϕˆ− 1
4
log |ˆyy| ,
A(1)µ = Bˆµy ,
A(2)µ = ˆµy/ˆyy ,
k = |ˆyy|−1/2 .
(3.2.68)
Campos del sector RR:
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Cˆ(2n)µ1···µ2n = C
(2n)
µ1···µ2n − (2n)A(2)[µ1C(2n−1)µ2···µ2n] ,
Cˆ(2n)µ1···µ2n−1y = −C(2n−1)µ1···µ2n−1 ,
C(2n)µ1···µ2n = Cˆ
(2n)
µ1···µ2n + (2n)ˆ[µ1|y|Cˆ
(2n)
µ2···µ2n]y/ˆyy ,
C(2n−1)µ1···µ2n−1 = −Cˆ(2n)µ1···µ2n−1y .
(3.2.69)
Reglas de Buscher tipo II
Para hallar las reglas de Buscher no tenemos ma´s que utilizar las relaciones anteriores
[140, 168]:
De IIA a IIB:
ˆµν = gˆµν −
(
gˆµxgˆνx − BˆµxBˆνx
)
/gˆxx , ˆµy = Bˆµx/gˆxx ,
Bˆµν = Bˆµν + 2gˆ[µ|xBˆν]x/gˆxx , Bˆµy = gˆµx/gˆxx ,
ϕˆ = φˆ− 1
2
log |gˆxx| , ˆyy = 1/gˆxx ,
Cˆ(2n)µ1...µ2n = Cˆ
(2n+1)
µ1...µ2nx + 2nBˆ[µ1|x|Cˆ
(2n−1)
µ2...µ2n]
−2n(2n− 1)Bˆ[µ1|x|gˆµ2|x|Cˆ(2n−1)µ3...µ2n]x/gˆxx ,
Cˆ(2n)µ1...µ2n−1y = −Cˆ(2n−1)µ1...µ2n−1
+(2n− 1)gˆ[µ1|x|Cˆ(2n−1)µ2...µ2n−1]x/gˆxx .
(3.2.70)
De IIB a IIA:
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gˆµν = ˆµν −
(
ˆµy ˆνy − BˆµyBˆνy
)
/ˆyy , gˆµx = Bˆµy/ˆyy ,
Bˆµν = Bˆµν + 2ˆ[µ|yBˆν]y/ˆyy , Bˆµx = ˆµy/ˆyy ,
φˆ = ϕˆ− 1
2
log |ˆyy| , gˆxx = 1/ˆyy ,
Cˆ(2n+1)µ1...µ2n+1 = −Cˆ(2n+2)µ1...µ2n+1y + (2n+ 1)Bˆ[µ1|y|Cˆ(2n)µ2...µ2n+1]
−2n(2n + 1)Bˆ[µ1|y|ˆµ2|y|Cˆ(2n)µ3...µ2n+1]y/ˆyy ,
Cˆ(2n+1)µ1...µ2nx = Cˆ
(2n)
µ1...µ2n
+2nˆ[µ1|y|Cˆ
(2n)
µ2...µ2n]y/ˆyy .
(3.2.71)
Comentarios
Podemos ahora ver co´mo reflejan estas reglas de dualidad T las relaciones generales que
anunciamos al principio de esta seccio´n.
Para empezar, dado que las componentes de la me´trica en la direccio´n compacta nos
dan su medida (como en la Ec. (3.2.25)), la regla
ˆyy = 1/gˆxx , gˆxx = 1/ˆyy , (3.2.72)
nos dice que los radios de estas dos teor´ıas son rec´ıprocamente inversos. Si las coorde-
nadas que parametrizan las dimensiones compactas toman valores entre 0 y 2πℓs, entonces,
asinto´ticamente
gˆxx → (RA/ℓs)2 , ˆyy → (RB/ℓs)2 (3.2.73)
de donde deducimos
RA,B = ℓ
2
s/RB,A . (3.2.74)
Seguidamente vemos que el vector de Kaluza-Klein que viene de la me´trica de una
teor´ıa y se acopla a sus modos de Kaluza-Klein se intercambia con el vector que viene de
la 2-forma NSNS, que se acopla a los modos de enrollamiento de las cuerdas.
Tambie´n vemos que las (p+1)-formas RR de una teor´ıa que tienen una componente en
la dimensio´n compacta (lo que asociamos a enrollamiento de la Dp-brana correspondiente)
se transforman en p-formas RR de la otra, asociadas a D(p− 1)-branas.
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Finalmente observamos que los dilatones se transforman bajo dualidad T, lo que im-
plica que las constantes de acoplamiento de las teor´ıas de cuerdas lo hacen. Utilizando
Ec. (3.2.73) es inmediato obtener
gA,B = gB,A/RB,A . (3.2.75)
3.3 Consideraciones finales
El orden que hemos escogido para presentar las acciones efectivas de las teor´ıas de cuerdas
es quiza´ el ma´s eficaz para entender las relaciones de dualidad que existen entre ellas, pero
no para entender co´mo se obtienen estas acciones a partir de la definicio´n perturbativa de
las teor´ıas de cuerdas y cua´les son sus l´ımites de validez.
La acciones efectivas aparecen de dos modos que en principio no tienen nada que ver.
El primer modo es el que corresponde a su definicio´n: se trata de una accio´n con la
propiedad de reproducir, en un cierto l´ımite, las amplitudes de dispersio´n de los modos sin
masa de las teor´ıas de cuerdas. Las amplitudes de dispersio´n se definen como expansiones
perturbativas con el dilato´n (la constante de acoplo de la cuerda) como para´metro pequen˜o.
Estas amplitudes dependen de la longitud de la cuerda ℓs y en el l´ımite ℓs → 0 (que
podemos entender como el l´ımite en el que la cuerda se vuelve un punto) so´lo los modos
sin masa aparecen en ellas. E´ste l´ımite coincide con el l´ımite de bajas energ´ıas. La teor´ıa
de campos efectiva que describe la dina´mica de estos modos sin masa se define como un
doble desarrollo perturbativo en ℓs y en la constante de acoplo de la cuerda g. Las acciones
de SUEGRA N = 2A, 2B, d = 10 son los te´rminos ma´s bajos en el desarrollo en ℓs pero
contienen contribuciones de dos tipos de diagramas de cuerdas distintos, y por ello una
parte de las mismas (el sector NSNS) tiene el factor global e−2φˆ mientras que la otra (el
sector RR) no contiene ningu´n factor con dilato´n.
As´ı, principio, estas acciones describen bien la teor´ıa de cuerdas correspondiente si
g << 1 , ℓs << 1 . (3.3.1)
La primera condicio´n afecta a un para´metro sin dimensiones,que es lo correcto. La
segunda no: hay que comparar ℓs con la escala de longitud relevante
11 que no puede ser
otra que el radio de curvatura del espacio-tiempo Rc, de forma que debemos de reescribir
la condicio´n as´ı
ℓs/Rc << 1 . (3.3.2)
Ambas condiciones son en realidad locales: la primera sobre el dilato´n y la segunda sobre
los invariantes de curvatura del espacio-tiempo, y pueden satisfacerse en unas regiones del
espacio-tiempo y violarse en otras. Si el dilato´n diverge, entonces la teor´ıa perturbativa
de cuerdas no ser´ıa va´lida ah´ı. Si el radio de curvatura es ma´s pequen˜o que ℓs, el l´ımite
11De otra forma, podr´ıamos satisfacer esa condicio´n con un simple cambio de unidades.
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de teor´ıa de campos ℓs → 0 deja de ser va´lido ah´ı y los efectos cuerd´ısticos empiezan a ser
importantes.
La segunda forma de llegar a las anteriores acciones efectivas es ma´s sutil. Uno de los
principios fundamentales de la Teor´ıa de Cuerdas es la invariancia conforme bidimensional,
que es una propiedad de la accio´n cla´sica de una cuerda propaga´ndose en el espacio de
Minkowski. Al cuantizar hay una anomal´ıa que so´lo se anula si el espacio tiene la dimensio´n
cr´ıtica d = 10 para supercuerdas. En espacios ma´s generales, con configuraciones no
triviales de los campos sin masa de la cuerda (me´trica, 2-forma NSNS, dilato´n etc.) la
invariancia conforme se mantiene cua´nticamente si los campos obedecen ciertas ecuaciones.
Estas ecuaciones son precisamente las mismas que se derivan de las acciones efectivas. La
cuantizacio´n de la cuerda se hace perturbativamente en ℓs con ℓs/Rc como para´metro
adimensional perturbativo, lo que nos lleva a la segunda condicio´n para que las ecuaciones
garanticen la invariancia cua´ntica conforme al orden ma´s bajo en ℓs. Las condiciones sobre
el dilato´n esta´n impl´ıcitas en la topolog´ıa del espacio bidimensional en el que definimos la
accio´n de la cuerda.
Es realmente sorprendente que por caminos tan dispares se llegue a una misma accio´n
efectiva, lo que nos da confianza en la consistencia de la Teor´ıa de Cuerdas. Hay, adema´s,
una tercera forma de llegar a la misma accio´n en los casos supersime´tricos (que son los que
nos ocupan). Tiene que ver con la invariancia de la accio´n bidimensional de la supercuerda
en la formulacio´n de Green y Schwarz bajo la simetr´ıa κ, que so´lo se mantiene si los campos
obedecen las ecuaciones de la teor´ıa de supergravedad correspondiente. Esta misteriosa
simetr´ıa esta´ presente en las acciones de la mayor parte de los objetos extensos que vamos
a estudiar en la pro´xima leccio´n e implica siempre las ecuaciones de supergravedad (¡lo que
incluye la ecuacio´n de Einstein!), mientras que la invariancia conforme no lo esta´ y no se
sabe co´mo cuantizar estas acciones.
Leccio´n 4
Teor´ıas efectivas de cuerdas:
Soluciones
4.1 Introduccio´n
En la u´ltima leccio´n hemos visto las acciones efectivas de las teor´ıas de cuerdas que ma´s
nos interesan. Tambie´n hemos estudiado sus supera´lgebras y hemos anticipado que´ esta-
dos/soluciones esperamos en estas teor´ıas. En esta leccio´n nos vamos a dedicar a buscar y
estudiar estos estados/soluciones.
Primeramente vamos a estudiar de forma gene´rica los objetos extensos (p-branas etc.),
las acciones efectivas que dictan su dina´mica, sus masas y sus cargas, lo que nos ayudara´ a
hacer una clasificacio´n preliminar. Seguidamente, y usando los resultados parciales de las
lecciones anteriores, vamos a estudiar los objetos extensos que de hecho aparecen en las
teor´ıas de cuerdas 10-dimensionales (y en SUGRA N = 1, d = 11, a la que nos referiremos
sin precisar demasiado como “Teor´ıa M”) que nos interesan, determinando sus masas y
cargas, relaciones de dualidad etc.
A continuacio´n vamos a elaborar modelos gene´ricos de los que sacar familias de solu-
ciones de las que luego extraeremos las que corresponden a los objetos que buscamos.
Exhibiremos estas u´ltimas con todo lujo de detalles y, cuando corresponda, daremos sus
espinores de Killing.
Una vez que tengamos las soluciones “elementales” podremos combinarlas en soluciones
ma´s complejas en forma de intersecciones (estados ligados “en el umbral”) o estados ligados.
Algunas referencias generales sobre objetos extensos gravitantes en RG o en teor´ıas de
supergravedad y supercuerdas son [169, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 205, 177, 178]
4.2 Objetos extensos: acciones, masas y cargas
Un objeto extenso con p dimensiones espaciales barre un volumen del universo que es un
espacio-tiempo (p+1)-dimensional que se puede describir intr´ınsecamente con coordenadas
ξi, i = 0, 1, . . . , p. La posicio´n de cada punto de este volumen en el espacio-tiempo ambiente
81
82 LECCIO´N 4. TEORI´AS EFECTIVAS DE CUERDAS: SOLUCIONES
d-dimensional de coordenadas xµ viene dada por las d funciones Xµ(ξ). La accio´n ba´sica
para un objeto masivo de este tipo es la accio´n de Nambu y Goto [179, 180], que da el
volumen del volumen del universo
S
(p)
NG[X
µ(ξ)] = −T(p)
∫
dp+1ξ
√
|gij| , (4.2.1)
donde
gij = gµν(X)∂iX
µ∂jX
ν , (4.2.2)
es la me´trica inducida sobre la p-brana y |gij| denota al valor absoluto de su determinante.
T(p) es la tensio´n de la p-brana y tiene dimensiones de masa por unidad de volumen p-
dimensional1, o sea, Lp+1. La accio´n anterior es una teor´ıa de campos para d campos
escalares, altamente no-lineal. A veces es ma´s conveniente usar la accio´n de Polyakov [181]
que contiene una me´trica auxiliar γij(ξ) definida sobre el volumen del mundo:
S
(p)
P [X
µ, γij] = −T(p)2
∫
dp+1ξ
√
|γ| [γij∂iXµ∂jXνgµν + (1− p)] . (4.2.3)
La ecuacio´n de γij(ξ) tiene la solucio´n
γij = gij , (4.2.4)
que, sustituida en la accio´n de Polyakov, nos da la de Nambu y Goto. En el caso p = 1
(cuerda) hay muchas soluciones, todas de la forma
γij = Ω(ξ)gij , (4.2.5)
debido a la invariancia conforme de la accio´n de Polyakov. En otros contextos, la accio´n
de Polyakov es tambie´n conocida como modelo sigma.
Estas dos acciones son invariantes bajo reparametrizaciones del volumen del mundo y
covariantes (la me´trica del espacio-tiempo cambia) bajo reparametrizaciones del espacio-
tiempo ambiente.
Estas dos acciones describen u´nicamente el acoplo de la p-brana a la gravitacio´n del
espacio-tiempo ambiente, pero hay dos tipos de campos ma´s del espacio ambiente a los que
una p-brana se puede acoplar: escalares, que juegan el papel de constantes de acoplo locales
(como el dilato´n) y (p+1)-formas diferenciales, a trave´s de te´rminos de Wess-Zumino. As´ı,
la accio´n de una p-brana gene´rica con los acoplos ma´s generales es
S
(p)
NG[X
µ(ξ)] = −T(p)
Kα0
∫
dp+1ξ K(X)α
√
|gij| − µ
Kα0 (p+ 1)!
∫
dp+1ξ ǫi1···ip+1A(p+1) i1···ip+1 ,
(4.2.6)
1De hecho, si compactificamos p dimensiones espaciales del espacio-tiempo y enrollamos en ellas la
p-brana, congelando los grados de libertad que describen sus fluctuaciones, la accio´n de Nambu y Goto se
transforma en la accio´n de una part´ıcula puntual con masa T(p)V(p).
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donde K(X) es un cierto escalar, a un cierto nu´mero real
A(p+1) i1···ip+1 = A(p+1)µ1···µp+1(X)∂i1X
µ1 . . . ∂ip+1X
µp+1 , (4.2.7)
y µ la carga de la p-brana con respecto a este campo2, que suele ser igual a la tensio´n en los
casos que nos ocupan. Hemos introducido el factor K−α0 , donde K0 es el valor asinto´tico
del escalar K, de forma que T(p) sigue siendo la tensio´n f´ısica de la p-brana. El te´rmino
an˜adido tiene las anteriores invariancias y, adema´s, es invariante bajo transformaciones
gauge de la (p+ 1)-forma
δA(p+1) = (p+ 1)∂Λ(p) . (4.2.8)
No hay ma´s acoplos posibles, pero s´ı dos generalizaciones de esta accio´n: la introduccio´n
de ma´s campos que viven en el volumen del mundo, adema´s de los escalares Xµ(ξ), y
la eliminacio´n de ciertos grados de libertad a trave´s del “gaugeo” de simetr´ıas globales
de la accio´n asociadas a isometr´ıas de la me´trica del espacio-ambiente. De esta u´ltima
generalizacio´n no vamos a decir ma´s. De la primera, hay que decir que el campo de
volumen del mundo que ma´s a menudo aparece es el campo vectorial de Born e Infeld (BI)
Vi, y lo hace de una forma muy caracter´ıstica (accio´n de Born e Infeld):
S
(p)
NG[X
µ(ξ)] = −T(p)
Kα0
∫
dp+1ξ Kα(X)
√
|gij + Fij|+ . . . , Fij = 2∂[iVj] . (4.2.9)
Utilizando la me´trica inducida gij para subir y bajar ı´ndices, podemos expandir la
accio´n de Born e Infeld as´ı:
S
(p)
NG[X
µ(ξ)] = −T(p)
Kα0
∫
dp+1ξ Kα(X)
√
|gij|{1− 12F2 + . . .} , (4.2.10)
en donde se ve un te´rmino cine´tico esta´ndar (cuadra´tico) para un vector abeliano con
correcciones de orden superior que le dan un cara´cter no-lineal.
¿Cua´l es la accio´n de los campos del espacio-tiempo ambiente a los que se acopla la
p-brana? Suele ser de esta forma:
S = 1
16πG
(d)
N
∫
ddx
√
|g| [R + 2(∂ logK)2 + (−1)p+1
2·(p+2)!K
βF 2(p+2)] , (4.2.11)
donde
F(p+2) = (p+ 2)∂A(p+1) , (4.2.12)
es la intensidad de campo de A(p+1), invariante gauge. Esta accio´n gene´rica suele corre-
sponder a una truncacio´n de una teor´ıa de SUGRA como las que hemos visto en la leccio´n
2Cuando las intensidades de campo de los potenciales contienen te´rminos de Chern-Simons, como es
el caso en las SUGRAS que nos ocupan, se pueden definir otros dos tipos de carga distintos de la carga
de la brana que acabamos de definir [182]. La conservacio´n ( o no conservacio´n) de estas tres cargas
esta´ relacionada con la posibilidad de que las branas acaben en otras [200].
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anterior. La consistencia del acoplo de la p-brana a los campos de una teor´ıa de SUGRA
se consigue so´lo si la accio´n de la p-brana es invariante bajo la simetr´ıa κ, que juega un
papel crucial. Por otro lado, la simetr´ıa κ exige que los campos satisfagan las ecuaciones
de movimiento de la SUGRA, cerrando el c´ırculo de relaciones.
4.2.1 Los objetos extensos de las teor´ıas de cuerdas tipo II: ac-
ciones efectivas y masas
El acoplo de la p-brana al escalar K depende evidentemente del sistema de referencia
conforme en el que estemos trabajando. Siempre hay un sistema de referencia conforme
en el que α = 0: el sistema de referencia conforme de la p-brana, en el que e´sta es
“fundamental” (explicaremos esto ma´s tarde). Fijado este sistema de referencia conforme,
podemos clasificar las dema´s p-branas con respecto a e´sta por co´mo se acoplan a K. En
Teor´ıa de Cuerdas, el sistema de referencia cano´nico es el de la cuerda, y el escalar es
el dilato´n, la “constante” de acoplo de la cuerda. En el sistema de referencia conforme
de la cuerda, las cuerdas son los objetos fundamentales, elementales, que dan lugar a
los estados perturbativos de la teor´ıa, y todos los objetos cuyas acciones en este sistema
de referencia no se acoplen al dilato´n (con tensiones independientes de g), son tambie´n
p-branas fundamentales. Pra´cticamente la u´nica es la
Cuerda fundamental
E´sta se acopla de forma natural a la 2-forma NSNS as´ı:
S = −T
∫
d2ξ
√
|gˆij| − T2
∫
d2ξ ǫijBˆij . (4.2.13)
La tensio´n T de la cuerda es T = 1/α′, donde α′ = ℓ2s es la pendiente de Regge y ℓs es la
longitud de la cuerda.
Los objetos no-perturbativos de una teor´ıa de campos esta´ndar tienen masas propor-
cionales a g−2. Por esta razo´n, objetos con acciones de la forma
S(p) = −T(p)e2φ0
∫
dp+1ξ e−2φ
√
|gij|+ . . . , (4.2.14)
son p-branas solito´nicas. Las principales en las teor´ıas tipo II en d = 10 son las dos
5-branas solito´nicas
(S5A y S5B), que se acoplan a las 6-formas de NSNS B(6) que los las duales de Hodge de
las 2-formas a las que se acoplan las cuerdas fundamentales:
S = −TS5e2φˆ0
∫
d6ξ e−2φˆ
√
|gˆij| − TS5e2φˆ06!
∫
d6ξ ǫi1···i6Bˆ(6)i1···i6 . (4.2.15)
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En las teor´ıas de cuerdas tipo II, hay adema´s otros objetos que esta´n a medio camino
entre los perturbativos y los no-perturbativos: las3
Dp-branas
(p par en la IIA, p impar en la IIB), con tensiones proporcionales a g−1 y que se acoplan
a las (p+ 1)-formas RR y a la 2-forma NSNS:
S = −TDpeφˆ0
∫
dp+1ξ e−φˆ
√
|gˆij + 2πα′Fij| − TSDpe
φˆ0
6!
∫
d6ξ ǫi1···ip+1Cˆ(p+1)i1···ip+1 , (4.2.16)
donde Vi es el vector de Born e Infeld (BI) con intensidad de campo
Fij = Fij + 12πα′ Bˆij , Fij = 2∂[iVj] . (4.2.17)
La existencia de Dp-branas en la Teor´ıa de Cuerdas y sus propiedades fundamentales
fueron descubiertas por Polchinski en Ref. [189]. Representan hipersuperficies sobre las que
los extremos de las cuerdas abiertas pueden moverse sin salir de ellas. Estos extremos pare-
cen puntos (desde el punto de vista del volumen del universo de la brana) ele´ctricamente
cargados con respecto al vector de BI Vi.
La dina´mica de las cuerdas abiertas ligadas a las Dp-branas esta´, pues, descrita por el
campo de BI, cuya existencia es lo que las hace interesantes: si hay una u´nica Dp-brana,
so´lo puede haber cuerdas abiertas con los dos extremos sobre la misma. En el espectro
de la cuerda con estas condiciones de contorno, hay un modo sin masa asociado que es
precisamente el vector de BI. Si hay N Dp-branas paralelas4, adema´s de los N vectores de
BI asociados a cuerdas con los dos extremos en la misma brana, habra´ cuerdas abiertas
con extremos en branas distintas. En general, el modo ma´s ligero de e´stas tiene una
masa proporcional a la separacio´n entre ambas Dp-branas y se hace cero si las branas se
superponen. As´ı, si las N branas se superponen, hay N2 vectores de BI sin masa que
corresponden a la representacio´n adjunta de U(N). Este mecanismo nos permite tener
teor´ıas de (super-) Yang-Mills U(N) en las p + 1 dimensiones del volumen del mundo de
las Dp-branas.
No se conoce una accio´n que describa la dina´mica deN Dp-branas superpuestas, aunque
su expansio´n es, al orden ma´s bajo en α′, una teor´ıa de super-Yang-Mills en p+ 1 dimen-
siones. Una referencia reciente sobre el status de la generalizacio´n no-abeliana de la accio´n
de Born e Infeld es [196].
La presencia del vector de BI y su interpretacio´n sugieren la posible presencia de otros
campos en los volu´menes del mundo de los objetos extensos y su asociacio´n a los extremos
3Hay bastantes referencias sobre las Dp-branas. Adema´s del resumen de Johnson [156] son interesantes
las lecciones de Bachas [190, 191], muy pedago´gicas, Douglas [192], el propio Polchinski [193], Vancea [194]
y Fo¨rste [195].
4Que esto es posible se debe a que son objetos supersime´tricos que pueden estar en equilibrio como los
agujeros negros de Reissner y Nordstro¨m extremos [189].
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o fronteras que otros objetos puedan tener en los primeros. Que esta interpretacio´n es cor-
recta fue explicado por Townsend en [200]. En cuanto a la presencia de otros campos, los
ma´s sencillos son los duales ele´ctrico-magne´ticos de los BI en las Dp-branas: (p−2)-formas
diferenciales que viven en los volu´menes del mundo de las Dp-branas y esta´n asociadas,
como veremos, a intersecciones (p− 3)-dimensionales con otros objetos. A trave´s de dual-
idades es posible ver que el los volu´menes del mundo de las 5-branas solito´nicas hay otras
formas diferenciales con interpretaciones ana´logas: un vector en la S5B, que representa la
interseccio´n de D1-branas con la 5-brana (por dualidad S con la interseccio´n de cuerdas
fundamentales con la D5-brana) y una 2-forma cuya intensidad de campo es autodual en
la S5A. La autodualidad conlleva el problema de la ausencia de accio´n covariante que se
puede resolver por el me´todo utilizado en el caso de SUEGRA N = 2B, d = 10 [183] o por
el me´todo alternativo de introducir campos auxiliares [184].
4.2.2 Relaciones de dualidad y masas
Vamos ahora a explorar las relaciones de dualidad que hay entre estos objetos (y algu´n
otro que aparecera´ por el camino) que ya hemos discutido anteriormente, representadas en
el diagrama de la Figura 4.1.
Las relaciones de dualidad entre los objetos extensos se reflejan en sus acciones efectivas,
aunque no es sencillo verlo en el espacio y tiempo de que disponemos. Por ello, vamos a
explorar las relaciones de dualidad de las masas de estos objetos cuando esta´n enrollados
en p-toros. Las reglas fundamentales de este juego vienen dadas por las Ecs. (3.2.74) y
(3.2.75), que reescribimos aqu´ı por comodidad
RA,B = ℓ
2
s/RB,A ,
gA,B = gBℓs/RB,A .
(4.2.18)
para dualidad T, y las Ecs. (3.2.61) y (3.2.64) que tambie´n reescribimos aqu´ı por comodidad
g′ = 1/g ,
R′i = Ri/
√
g ,
(4.2.19)
para la dualidad S en la tipo IIB. Estas reglas han de ser complementadas por la reglas
de transformacio´n de las masas medidas en el sistema de referencia conforme de Einstein
“modificado” (es decir, el correcto):
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M ′ = g1/2M . (4.2.20)
El punto de partida, es la masa de una cuerda fundamental enrollada sobre una dimen-
sio´n compacta x9 de radio R9. Este dato hemos de tomarlo de la cuantizacio´n de la Teor´ıa
de Cuerdas:
MF1 =
R9
ℓ2s
. (4.2.21)
Si e´sta es la cuerda fundamental de la teor´ıa IIB, entonces esta´ relacionada por duali-
dad S con la D-cuerda (D1-brana). Utilizando las reglas Ecs. (4.2.19) y (4.2.20), tenemos
MD1 = M
′
F1 = g
1/2MF1 = g
1/2R9
ℓ2s
=
R′9
g′ℓ2s
. (4.2.22)
Ahora podemos hacer una transformacio´n de dualidad T en la direccio´n x9, con lo que
se obtiene una D0-brana de la IIA de masa
MD0 = M
′
D1 =
R9
gℓ2s
=
ℓ2s/R
′
9
g′ℓs/R′9ℓ2s
=
1
g′ℓs
. (4.2.23)
Si hacemos dualidad T en una direccio´n ortogonal a la D-cuerda (x8), tenemos la D-
membrana (D2-brana) de la teor´ıa IIB:
MD0 =M
′
D1 =
R9
gℓ2s
=
R9
g′ℓs/R′8ℓ2s
=
R8R9
g′ℓ3s
. (4.2.24)
Repitiendo suficientes veces este procedimiento, obtenemos la masa de una Dp-brana
enrollada en un p-toro (quitando las primas):
MDp =
R10−p . . . R9
gℓp+1s
. (4.2.25)
La D5-brana esta´ relacionada por dualidad S con la 5-brana solito´nica de la IIB:
MS5 = g
1/2M ′D5 = g
1/2R5 . . . R9
gℓ6s
= g′−1/2
R′5/g
′1/2 . . . R′9/g
′1/2
g′−1ℓ6s
=
R5 . . . R9
g2ℓ6s
, (4.2.26)
lo que confirma sus cara´cter solito´nico. Los resultados para e´stos y otros objetos extensos
de las teor´ıas tipo II esta´n reunidos en las Tablas 4.1 y 4.2.
Las tensiones que aparecen en las acciones de estos objetos se pueden calcular simple-
mente dividiendo las masas por el volumen espacial en el que esta´n compactificadas (el
producto de las longitudes de los c´ırculos).
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Objeto IIA Masa en const. d = 10 Masa en cons. d = 11 Objeto d11
F1m R−19
D0 g−1A ℓ
−1
s R
−1
10 WM(+,−10)
F1w R9ℓ
−2
s R10R9(
−ℓ
(11)
Planck)
−3 M2(+,−8,+2)
D2 R9R8g
−1
A ℓ
−3
s R9R8(
−ℓ
(11)
Planck)
−3 M2(+,−7,+2,−)
D4 R9 . . . R6g
−1
A ℓ
−5
s R10R9 . . . R5(
−ℓ
(11)
Planck)
−6 M5(+,−5,+5)
S5A R9 . . . R5g
−2
A ℓ
−6
s R9 . . . R5(
−ℓ
(11)
Planck)
−6 M5(+,−4,+5,−)
D6 R9 . . . R4g
−1
A ℓ
−7
s R
2
10R9 . . . R4(
−ℓ
(11)
Planck)
−9 KK7M(+,−3,+6,−⋆)
KK6A R29R8 . . . R4g
−2
A ℓ
−8
s R10R
2
9 . . . R4(
−ℓ
(11)
Planck)
−9 KK7M(+,−3,+5,+⋆,+)
D8 R9 . . . R2g
−1
A ℓ
−9
s R
3
10R9 . . . R4(
−ℓ
(11)
Planck)
−12 KK9M(+,−,+8,+⋆)
KK8A R39R8 . . . R2g
−3
A ℓ
−11
s R10R
3
9R8 . . . R2(
−ℓ
(11)
Planck)
−12 KK9M(+,−,+7,+⋆,+)
KK9A R39R8 . . . R1g
−4
A ℓ
−12
s R10R
3
9R8 . . . R1(
−ℓ
(11)
Planck)
−12 KK9M(+,+8,+⋆,−)
Tabla 4.1: En esta tabla esta´n las masas de los objetos extensos de la Teor´ıa de Cuerdas tipo IIA
en lenguaje 10-dimensional (radios de compactificacio´n Ri, constante de acoplo gA y longitud de la
cuerda ℓs) y en lenguaje 11-dimensional (de SUGRA N = 1, d = 11) (radios de compactificacio´n
Ri, constante de Planck reducida 11-dimensional
−ℓ(11)Planck = ℓ
(11)
Planck/2π). La coordenada que se
compactifica para relacionar las teor´ıas 10- y 11-dimensionales es, por convenio, x10 de forma que
el “radio 11-dimensional” es R10 = gAℓs = g
2/3
A
−ℓ(11)Planck. Adema´s, las configuraciones de los objetos
11-dimensionales que dan lugar a los 10-dimensionales que dan lugar a los 10-dimensionales se
dan en la siguiente notacio´n notacio´n: la lista de signos representa las 11 coordenadas, de ˆˆx0 hasta
ˆˆx10. Un signo + significa que una de las dimensiones del volumen del mundo ocupa esa direccio´n
espacio-temporal. Una estrella significa que en esa direccio´n el objeto tiene una isometr´ıa especial
y la direccio´n correspondiente no se puede descompactificar.
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Objeto IIB Masa Objeto IIB Masa
F1m R−19 KK6A R
2
9R8 . . . R4g
−2
B ℓ
−8
s
F1w R9ℓ
−2
s D7 R9 . . . R3g
−1
B ℓ
−8
s
D1 R9g
−1
B ℓ
−2
s Q7 R9 . . . R3g
−3
B ℓ
−8
s
D3 R9 . . . R7g
−1
B ℓ
−4
s D9 R9 . . . R1g
−1
B ℓ
−10
s
D5 R9 . . . R5g
−1
B ℓ
−6
s Q9 R9 . . . R1g
−4
B ℓ
−10
s
S5B R9 . . . R5g
−2
B ℓ
−6
s
Tabla 4.2: En esta tabla esta´n las masas de los objetos extensos de la Teor´ıa de Cuerdas
tipo IIB en te´rminos de los radios de compactificacio´n Ri, la constante de acoplo de la
cuerda gB y longitud de la cuerda ℓs. Cuando una masa depende de un radio con una po-
tencia superior a la unidad, el objeto (tipo monopolo de Kaluza-Klein) tiene una isometr´ıa
especial en esa direccio´n.
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Figura 4.1: Relaciones de dualidad entre soluciones cla´sicas de las SUGRAS en d = 10, 11: cuerdas
fundamentales F1, 5-branas solito´nicas S5, Mp-branas, Dp-branas, ondas gravitacionales W y monopolo
de Kaluza-Klein KK. Las l´ıneas con dos flechas sen˜alan dualidad T y las discontinuas, dualidad S.
Las l´ıneas con una sola flecha indican relaciones por compactificacio´n en c´ırculos: vertical (el objeto no
esta´ enrollado en la dimensio´n compacta) o diagonal (s´ı lo esta´.
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4.2.3 Los objetos extensos de SUGRA N = 1, d = 11
Hemos dicho repetidas veces que el l´ımite de acoplo fuerte de la Teor´ıa de Cuerdas tipo IIA
es SUGRA N = 1, d = 11 y que los objetos extensos de esa teor´ıa de cuerdas provienen de
objetos extensos 11-dimensionales. Adema´s de la onda gravitacional, que no es propiamente
un objeto extenso y que esta´ igualmente presente en d = 10, los objetos extensos de
SUGRA N = 1, d = 11 son la M2-brana y la M5-brana, que se acoplan respectivamente
a la 3-forma
ˆˆ
C y a su dual la 6-forma
˜ˆ
Cˆ. Cuando una de las direcciones es compacta,
se puede an˜adir a esta lista el monopolo de Kaluza-Klein (KK7M), que es una solucio´n
puramente gravitacional y por lo tanto presente, como la onda gravitacional, en todas las
dimensiones.
En SUGRA N = 1, d = 11 no hay ningu´n campo escalar que pueda interpretarse como
una constante de acoplo y, as´ı, la M2 y la M5 tienen un cara´cter fundamental. La accio´n
de la M2 es
S = −TM2
∫
d3ξ
√
|ˆˆgij| − TM23!
∫
d3ξ ǫi1···i3 ˆˆCi1···i3 , (4.2.27)
y no contiene ningu´n otro campo en su volumen del mundo aparte de los escalares
ˆˆ
X
ˆˆµ
.
En la reduccio´n dimensional para obtener la D2-brana, el escalar del volumen del mundo
ˆˆ
X
10
deja de tener significado espacio-temporal y se puede dualizar en el vector de BI de la
D2-brana [185].
La accio´n de la M5, sin embargo, contiene otros campos: una 2-forma cuya intensidad
de campo es una 3-forma autodual. Por reduccio´n dimensional, esta forma da lugar a la
2-forma con intensidad de campo autodual de la S5A o a la 2-forma que es el dual del
vector de BI de la D4-brana.
Para determinar las masas y las tensiones de la M2 y la M5, vamos a relacionarlas
con las de los objetos de la tipo IIA, utilizando las relaciones entre las constantes 10- y
11-dimensionales Ecs. (3.2.29), que reescribimos aqu´ı invertidas por comodidad, llamando
R10 a lo que all´ı llamamos R11:
ℓs =
−ℓ(11)Planck/R
1/2
10 ,
gA = R
3/2
10 /
−ℓ(11)Planck ,
(4.2.28)
Podemos empezar con la masa de la cuerda fundamental F1A, que no es sino la M2
compactificada en el c´ırculo 11-dimensional:
MM2 =MF1A =
R9
ℓ2s
=
R9R10
(−ℓ(11)Planck)3
. (4.2.29)
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Cuando la M2 no esta´ enrollada en la unde´cima dimensio´n (sino, por ejemplo, en las
x8, x9) tenemos la D2. Comprobe´moslo:
MM2 =
R8R9
(−ℓ(11)Planck)
3
=
R8R9
gAℓ3s
. (4.2.30)
La D4 no es ma´s que una M5 enrollada en la unde´cima dimensio´n:
MM5 = MD4 =
R6 . . . R9
gAℓ5s
=
R6 . . . R10
(−ℓ(11)Planck)
6
, (4.2.31)
y la S5A una M5 no enrollada ah´ı:
MM5 =
R5 . . . R9
(−ℓ(11)Planck)6
=
R5 . . . R9
g2Aℓ
6
s
. (4.2.32)
Para finalizar, podemos ver que la D0-brana no es ma´s que un modo de Kaluza-Klein
del gravito´n movie´ndose en la unde´cima dimensio´n:
MD0 =
1
gAℓs
=
1
R10
. (4.2.33)
4.3 Soluciones gene´ricas y fuentes
El siguiente paso tras estudiar los estados correspondientes a objetos extensos en las teor´ıas
que nos ocupan, es encontrar soluciones cla´sicas que se puedan asociar a ellos. Esto se hace
en dos etapas:
1. Se buscan una solucio´n de las acciones de SUGRA correspondientes en las que los
campos que se acoplan al objeto en cuestio´n sean no-triviales (los dema´s deben de
tener sus valores de vac´ıo) y tengan adema´s la forma correcta para describir un objeto
extendido del la dimensio´n correspondiente.
Esto lo vamos a hacer buscando una solucio´n de un modelo gene´rico, el modelo a que
luego aplicaremos a distintos casos.
2. Se identifican las constantes de integracio´n de la solucio´n de forma que la tensio´n y
carga calculadas sobre la solucio´n correspondan a las calculadas en la seccio´n anterior.
Esto se puede hacer de dos formas: se puede “compactificar” la solucio´n sobre un
p-toro en las direcciones correspondientes a la p-brana y calcular en d−p dimensiones
la masa ADM y la carga ele´ctrica correspondiente en funcio´n de las constantes de
integracio´n y comparar con las de la seccio´n anterior. Adema´s, en todos los casos de
la seccio´n anterior se puede buscar la fuente: una accio´n de p-brana con tensio´n y
carga determinadas, relacionadas por las ecuaciones de movimiento con las constantes
de integracio´n.
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Objeto Masa
WM 0
M2 R10R9(
−ℓ(11)Planck)
−3
M5 R10 . . . R6(
−ℓ(11)Planck)
−6
KK7M R210R9 . . . R4(
−ℓ(11)Planck)
−9
KK9M R310R9 . . . R4(
−ℓ(11)Planck)
−12
Tabla 4.3: En esta tabla se encuentran las masas de los distintos objetos extensos de SUGRA
N = 1, d = 11 en te´rminos de los radios de compactificacio´n Ri y de la constante de Planck
reducida 11-dimensional −ℓ(11)Planck = ℓ
(11)
Planck/2π. Cuando un radio aparece en una potencia superior
a la unidad, el objeto tiene una dimensio´n isome´trica especial en esa direccio´n.
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Aqu´ı vamos a utilizar el segundo me´todo. En la pro´xima seccio´n particularizaremos
para cada tipo de p-brana de la Teor´ıa de Cuerdas.
4.3.1 El modelo a
En la Seccio´n 4.2 hemos visto que las p-branas se acoplan gene´ricamente a la me´trica, a un
escalar y a una (p+ 1)-forma descritas por la accio´n Ec. (4.2.11). Es costumbre escribir el
escalar K como el exponencial de otro ϕ, y sustituir la constante β que controla el acoplo
a la forma diferencial por otra a para llegar a la accio´n del modelo a [186, 118, 119]
S = 1
16πG
(d)
N
∫
ddx
√|g| [R + 2(∂ϕ)2 + (−1)p+1
2·(p+2)!e
−2aϕF 2(p+2)
]
, (4.3.1)
donde F(p+2) es la intensidad de campo de la (p+ 1)-forma A(p+1):
F(p+2) = dA(p+1) , F(p+2)µ1...µp+2 = (p+ 2)∂[µ1A(p+1)µ2...µp+2] . (4.3.2)
Este modelo contiene muchos casos particulares interesantes: para a = 0 el modelo es
equivalente al de Einstein y Maxwell (el escalar esta´ desacoplado) y para otros valores, el
acoplo del escalar reproduce el de el escalar de Kaluza y Klein al vector de Kaluza y Klein
(o a su forma dual) o el del dilato´n a formas NSNS o RR. Es cierto que en las SUEGRAS
que nos interesan aparecen tambie´n te´rminos de Chern-Simons, pero e´stos no suelen jugar
ningu´n papel cuando so´lo hay una p-brana presente, aunque s´ı lo hacen cuando hay varias
de tipos distintos [200] como veremos en la Seccio´n 5.3.
De acuerdo con la regla general de que las (p + 1)-formas se acoplan a objetos p-
dimensionales, las soluciones esta´ticas naturales con la ma´xima simetr´ıa (distintas del
vac´ıo) para p = 0 son agujeros negros5 cargados y en general p-branas negras cargadas.
Como siempre, empezamos haciendo un Ansatz adecuado al sistema que la solucio´n pre-
tende describir: un objeto con (p+1) simetr´ıas translacionales (a lo largo de las direcciones
del volumen del mundo de una p-brana plana) en las direcciones t, ~yp:
ds2 = f
[
Wdt2 − d~y 2p
]− g−1 [W−1dρ2 − ρ2dΩ2(p˜+2)] ,
Aty1...yp = α (H
−1 − 1) ,
(4.3.3)
donde f, g,W y H son funciones de ρ, la coordenada radial en las direcciones transversas
a la p-brana y donde
p˜ ≡ d− p− 4 . (4.3.4)
Para reducir el nu´mero de funciones independiente hemos de hacer algunas hipo´tesis
ma´s: si no hay “pelo” escalar, eϕ sera´ una potencia de H . Adema´s sabemos que en el caso
5Aqu´ı usamos este te´rmino en el sentido de objeto masivo puntual.
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del agujero de Reissner y Nordstro¨m (d = 4, p = a = 0) tambie´n f y g son potencias de H
y vamos a suponer que eso es tambie´n cierto aqu´ı de forma que so´lo H y W son funciones
independientes, para las que vamos a suponer la forma
H = 1 +
h
ρp˜+1
, W = 1 +
ω
ρp˜+1
. (4.3.5)
Sustituyendo el Ansatz en las ecuaciones de movimiento, es inmediato (pero asaz labo-
rioso) encontrar la solucio´n general, que escribimos de esta forma:
ds2 = H
2x−2
p+1
[
Wdt2 − d~y 2p
]−H −(2x−2)p˜+1 [W−1dρ2 + ρ2dΩ2(p˜+2)] ,
e−2aϕ = e−2aϕ0H2x , Aty1...yp = eaϕ0α (H−1 − 1) ,
H = 1 +
h
ρp˜+1
, W = 1 +
ω
ρp˜+1
,
ω = h
[
1− a2
4x
α2
]
,
x =
a2
2
c
1+ a
2
2
c
, c = (p+1)+(p˜+1)
(p+1)(p˜+1)
.
(4.3.6)
Las constantes d, p, a que definen el modelo esta´n combinadas en la constante x. La
constante ϕ0 es el valor del escalar en el infinito (estas soluciones son asinto´ticamente planas
en las direcciones ortogonales al volumen del mundo de la p-brana (direcciones transversas)
ρ → ∞) y las constantes de integracio´n h, ω, α esta´n relacionadas por una ecuacio´n. La
solucio´n esta´ escrita de forma que es va´lida para a = 0. Esta´ claro tambie´n que en esta
solucio´n la carga escalar no es independiente de la carga “ele´ctrica” de la p-brana, como
quer´ıamos.
Como ocurr´ıa en la solucio´n de Reissner y Nordstro¨m, cuando el para´metro de no-
extremalidad ω = 0 (l´ımite extremo), el “factor de Schwarzschild” W = 1 y H puede ser
una funcio´n armo´nica arbitraria en el espacio transverso:
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ds2 = H
2x−2
p+1
(
dt2 − d~y 2p
)−H −(2x−2)p˜+1 d~x 2(p˜+3) ,
e−2aϕ = e−2aϕ0H2x , Aty1...yp = eaϕ0α (H−1 − 1) ,
∂m∂mH = 0 ,
x =
a2
2
c
1+ a
2
2
c
, c = (p+1)+(p˜+1)
(p+1)(p˜+1)
, α2 = 4x
a2
.
(4.3.7)
Las elecciones de funcio´n armo´nica H que ma´s nos interesan son, evidentemente, las de
la forma
H = 1 +
h
|~x(p˜+3)|p˜+1 , (4.3.8)
para describir una sola p-brana extrema situada en el origen de coordenadas ~x(p˜+3) = 0, o´
H = 1 +
∑
I=1
N hI
|~x(p˜+3) − ~x(p˜+3) I |p˜+1 , (4.3.9)
para describir N p-branas paralelas localizadas en ~x(p˜+3) = ~x(p˜+3) I .
Tambie´n como ocurr´ıa en la solucio´n de Reissner y Nordstro¨m (pero aqu´ı so´lo en el caso
a = 0) si tomamos h = 0, obtenemos un objeto sin carga y con horizonte: una p-brana
negra, con me´trica (los otros campos son constantes arbitrarias)
ds2 = Wdt2 − d~y 2p −W−1dρ2 + ρ2dΩ2(p˜+2) ,
W = 1 +
ω
ρp˜+1
,
(4.3.10)
que generalizan la solucio´n de Schwarzschild d-dimensional (p = 0) [187, 188]. Todas las
p-branas no-extremas, cargadas o no, tienen un horizonte de eventos regular y se pueden
definir sus temperaturas y entrop´ıas, pero nosotros so´lo nos vamos a concentrar en los
agujeros negros.
4.3.2 Fuentes
Nuestra experiencia con el agujero de Reissner y Nordstro¨m nos dice que podemos encontrar
fuentes para las p-branas cargadas que son soluciones del modelo a en el l´ımite extremo
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(ω = 0). Conociendo las fuentes, podemos relacionar la constante de integracio´n h de la
solucio´n Ec. (4.3.7) con la tensio´n y la carga que aparecen en la accio´n de la p-brana, que
es, evidentemente, nuestro candidato a fuente.
Consideremos, por lo tanto, el siguiente sistema acoplado
S = Sa + Sp , (4.3.11)
donde Sa es la accio´n del modelo a Ec. (4.3.1) y Sp es la accio´n de la p-brana cargada
Sp[X
µ, γij] = −T2
∫
dp+1ξ
√|γ| [e−2bϕ γij∂iXµ∂jXνgµν − (p− 1)]
− µ
(p+1)!
∫
dp+1ξ A(p+1)µ1···µp+1∂i1X
µ1 . . . ∂ip+1X
µp+1 .
(4.3.12)
Para resolver las ecuaciones de movimiento, se usa el gauge esta´tico o f´ısico en el que
las primeras (p+ 1) coordenadas de la p-brana se identifican con las espacio-temporales
Y i(ξ) = ξi , (4.3.13)
y el Ansatz
Xm(ξ) = 0 , (4.3.14)
para las dema´s. Esto describe una p brana extendida en las direcciones ~y(p+1) en reposo en
el origen de coordenadas transversas ~x(p˜+3) = ~0. El Ansatz para los campos del espacio-
tiempo es la solucio´n general extrema del modelo a Ec. (4.3.7), pero dejando H como una
funcio´n de ~x(p˜+3) sin determinar.
El resultado es que todas las ecuaciones se pueden satisfacer si,
1. a y b esta´n relacionadas por
a = −(p + 1)b , (4.3.15)
2. la tensio´n y la carga de la p-brana esta´n relacionadas por
µ = T/α , (4.3.16)
3. y H viene dada por
H = ǫ+
h
|~x(p˜+3)|p˜+1 , (4.3.17)
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donde ǫ es una constante arbitraria (ǫ = +1 si queremos una solucio´n asinto´ticamente
plana) y donde h esta´ dada por
h =
16πG
(d)
N T
(p˜+ 1)α2ω(p˜+2)
, (4.3.18)
La primera condicio´n se cumple en todos los casos de intere´s y esta´ en el fondo relaciona-
da con que los objetos extensos han de corresponder a genuinos objetos supersime´tricos de
la SUGRA correspondiente. La segunda es la condicio´n BPS con nuestra normalizacio´n
de los campos. De nuevo esta´ relacionada con supersimetr´ıa. La condicio´n sobre H selec-
ciona de entre todas las posibles funciones armo´nicas en el espacio transverso aquella que
tiene un polo del orden adecuado en la posicio´n en la que se encuentra la p-brana con el
coeficiente que corresponde a su tensio´n y carga.
Como vemos, la supersimetr´ıa juega un papel crucial, incluso aunque no hay ningu´n
fermio´n presente en estas fo´rmulas.
¿Que´ pasa con las soluciones no-extremas Ec. (4.3.6)? La interpretacio´n que se suele
hacer de ellas es que describen p-branas excitadas6 y, por lo tanto, no supersime´tricas. Su
carga debe de ser la de las extremas, pero su tensio´n es mayor. En las soluciones, la carga
depende de h y la tensio´n de h y ω, por lo que h tendra´ el valor determinado arriba, pero
ω, que parametriza la desviacio´n de la extremalidad, es arbitraria.
4.4 Soluciones en d = 11
Vamos ahora a utilizar los resultados de la seccio´n anterior para encontrar soluciones
que describan los objetos extensos de SUGRA N = 1, d = 11, que son la M2 y la M5.
En esta teor´ıa no hay escalares por lo que estamos en los casos d = 11, a = 0, p = 2
y d = 11, a = 0, p = 5. De las soluciones generales Ecs. (4.3.6) y (4.3.7) obtenemos
inmediatamente los siguientes resultados:
4.4.1 La membrana M2
En el caso no-extremo, la solucio´n es
6Esto quiere decir, en los casos esta´ticos, que los campos de su volumen del mundo tienen configuraciones
no-triviales, por ejemplo.
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dˆˆs2E = H
−2/3
M2 [Wdt
2 − d~y 22 ]−H1/3M2
[
W−1dρ2 + ρ2dΩ2(7)
]
,
ˆˆ
Cty1y2 = α
(
H−1M2 − 1
)
,
HM2 = 1 +
hM2
ρ6
, W = 1 +
ω
ρ6
,
ω = hM2 [1− α2] ,
(4.4.1)
y en el extremo ω = 0 α = ±1
dˆˆs2 = H
−2/3
M2 [dt
2 − d~y 22 ]−H1/3M2 d~x 28 ,
ˆˆ
Cty1y2 = ±
(
H−1M2 − 1
)
,
HM2 = 1 +
hM2
|~x8|6 .
(4.4.2)
Para determinar la constante de intergracio´n hM2 utilizamos la Ec. (4.3.18)
hM2 =
16πG
(11)
N TM2
6ω(7)
, (4.4.3)
la relacio´n entre la tensio´n y la masa de la M2 compactificada en un 2-toro Ec. (4.2.29)
TM2 =
MM2
(2π)2R9R10
=
1
(2π)2(−ℓ(11)Planck)3
=
2π
(ℓ
(11)
Planck)
3
, (4.4.4)
y la definicio´n de la longitud de Planck Ec. (1.1.6), y obtenemos
hM2 =
(ℓ
(11)
Planck)
6
6ω(7)
. (4.4.5)
Si queremos que la solucio´n describa NM2 M2-branas, simplemente debemos de reem-
plazar la funcio´n armo´nica por otra con otros tantos polos, todos ellos con el coeficiente
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hM2. Si las M2-branas coinciden, habra´ un solo polo con coeficiente NM2hM2. Observa-
ciones enteramente ana´logas a e´stas se pueden hacer en todos los casos que siguen y las
daremos por hechas.
4.4.2 La 5-brana M5
En el caso no-extremo tenemos
dˆˆs
2
= H
−1/3
M5 [Wdt
2 − d~y 25 ]−H2/3M5
[
W−1dρ2 + ρ2dΩ2(4)
]
,
˜ˆ
Cˆty1...y5 = α
(
H−1M5s − 1
)
,
HM5 = 1 +
hM5
ρ3
, W = 1 +
ω
ρ3
,
ω = hM5 [1− α2] .
(4.4.6)
En el l´ımite extremo ω = 0, α = ±1 tenemos
dˆˆs2 = H
−1/3
M5 [dt
2 − d~y 25 ]−H2/3M5 d~x 25 ,
˜ˆ
Cˆty1...y5 = ±
(
H−1M5 − 1
)
,
HM5 = 1 +
hM5
|~x5|3 .
(4.4.7)
Por el mismo procedimiento que en el caso de la M2-brana encontramos
hM5 =
(ℓ
(11)
Planck)
3
3ω(4)
. (4.4.8)
4.5 Soluciones en d = 10
La identificacio´n de soluciones de las teor´ıas tipo II con soluciones del modelo a es un poco
ma´s complicada. Primero hemos de identificar cua´les son los valores de a para cada caso.
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La forma gene´rica de las acciones efectivas tipo II en el sistema de referencia conforme
de la cuerda7 es
S = 1
16πG
(d)
N
∫
ddx
√|gs| {e−2φ [Rs − 4(∂φ)2 + (−1)p1+12·(p1+2)!F 2(p1+2)
]
+ (−1)
p2+1
2·(p2+2)!F
2
(p2+2)
}
.
(4.5.1)
Hay dos tipos de formas diferenciales en esta accio´n: las que se acoplan al dilato´n con
el prefactor e−2φ (F(p1+2)), que pertenecen al sector NSNS al que se acoplan las p-branas
fundamentales y las que no (F(p2+2)), que pertenecen al sector RR, a las que se acoplan las
Dp-branas. Para identificar soluciones de esta accio´n en la general del modelo a, tenemos
que reescribir esta accio´n en la me´trica de Einstein, identificar al dilato´n como funcio´n
de ϕ, e identificar el valor de a. E´ste es diferente para las p-branas fundamentales y las
Dp-branas, y lo denotamos por a1 y a2 respectivamente. Haciendo una transformacio´n de
Weyl a la me´trica gs
gs µν = e
4
(d−2)
φ gµν , (4.5.2)
tenemos
S = 1
16πG
(d)
N
∫
ddx
√|g| [R + 4
(d−2) (∂φ)
2
+ (−1)
p1+1
2·(p1+2)!e
−4 (p1+1)
(d−2)
φ
F 2(p1+2) +
(−1)p2+1
2·(p2+2)!e
2
(p˜2−p1)
(d−2)
φ
F 2(p2+2)
}
.
(4.5.3)
Comparando con la accio´n del modelo a Ec. (4.3.1) vemos que el dilato´n φ y el escalar
ϕ esta´n relacionados por
φ =
√
(d−2)
2
ϕ , (4.5.4)
y que los valores de la constante a son, para formas NSNS y RR
a1 =
2(p1 + 1)√
2(d− 2) , (NS− NS) (4.5.5)
a2 =
−(p˜2 − p2)√
2(d− 2) . (RR) (4.5.6)
Antes de ir al sistema de referencia conforme de Einstein, podr´ıamos haber dualizado las
intensidades de campo NSNS (para describir p-branas solito´nicas). En ese caso, habr´ıamos
encontrado el modelo a con
7Hacemos e´nfasis en este punto an˜adiendo el sub´ındice s.
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a3 = − 2(p˜1 + 1)√
2(d− 2) . (4.5.7)
Con estos datos vamos a identificar las soluciones 10-dimensionales. La u´nica sutileza
esta´ en la introduccio´n del valor del dilato´n en el infinito, que no se puede deducir correc-
tamente de la solucio´n gene´rica, sino que hay que introducirlo despue´s observando co´mo
se transforman los distintos campos bajo la adicio´n de una constante al dilato´n.
4.5.1 La cuerda fundamental F1
Corresponde al caso p = 1, a = 1 en d = 10
d˜ˆs
2
E = H
−3/4
F1 [Wdt
2 − dy2]−H1/4F1
[
W−1dρ2 + ρ2dΩ2(7)
]
,
dsˆ2s = H
−1
F1 [Wdt
2 − dy2]−
[
W−1dρ2 + ρ2dΩ2(7)
]
,
e−2(φˆ−φˆ0) = HF1 ,
Bˆty = α
(
H−1F1 − 1
)
,
HF1 = 1 +
hF1
ρ6
, W = 1 +
ω
ρ6
,
ω = hF1 [1− α2] .
(4.5.8)
En el l´ımite extremo ω = 0, α = ±1 es conocida como la solucio´n de la cuerda funda-
mental [197] y toma la forma:
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d˜ˆs
2
E = H
−3/4
F1 [dt
2 − dy2]−H1/4F1 d~x 28 ,
dsˆ2s = H
−1
F1 [dt
2 − dy 2]− d~x 28 ,
e−2(φˆ−φˆ0) = HF1 ,
Bˆty = ±
(
H−1F1 − 1
)
,
HF1 = 1 +
hF1
|~x8|6 ,
(4.5.9)
Observemos que con a = p = 1, la fuente del modelo a, reexpresada en el sistema de
referencia conforme de la cuerda es realmente la accio´n de una cuerda fundamental que no
se acopla directamente al dilato´n en ese sistema de referencia (ve´ase las Refs. [197, 172]).
El valor de la constante de integracio´n que reproduce correctamente la tensio´n de la F1
se puede calcular por el mismo me´todo que utilizamos con los objetos 11-dimensionales
hF1 =
25π6ℓ6sg
2
3ω(7)
, (4.5.10)
pero tambie´n se puede calcular explotando las relaciones de dualidad con otras soluciones,
como veremos en la Seccio´n 4.6
4.5.2 La 5-brana solito´nica
Corresponde al caso a = −1, p = 5 en diez dimensiones:
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d˜ˆs2E = H
−1/4
S5 [Wdt
2 − d~y 25 ]−H3/4S5
[
W−1dρ2 + ρ2dΩ2(3)
]
,
dsˆ2s = [Wdt
2 − d~y 25 ]−HS5
[
W−1dρ2 + ρ2dΩ2(3)
]
,
e−2(φˆ−φˆ0) = H−1S5 ,
Bˆ(6)ty1...y5 = αe
−2φˆ0 (H−1S5 − 1) ,
HS5 = 1 +
hps
ρ2
, W = 1 +
ω
ρ2
,
ω = hS5 [1− α2] ,
(4.5.11)
y, en el l´ımite extremo ω = 0, α = ±1 en el que es conocida como la solucio´n de la 5-brana
solito´nica [198, 199]), toma la forma
d˜ˆs2E = H
−1/4
S5 [dt
2 − d~y 25 ]−H3/4S5 d~x 24 ,
dsˆ2s = [dt
2 − d~y 25 ]−HS5 d~x 24 ,
e−2(φˆ−φˆ0) = H−1S5 ,
˜ˆ
B(6)ty1···y5 = ±e−2φˆ0
(
H−1S5 − 1
)
,
HS5 = 1 +
hS5
|~x4|2 .
(4.5.12)
El valor de la constante de integracio´n se puede determinar por el me´todo que hemos
explicado y por relaciones de dualidad y es
hS5 = ℓ
2
s . (4.5.13)
4.5. SOLUCIONES EN D = 10 105
4.5.3 Las Dp-branas
Las hay para todos los valores de p = 0, . . . , 9, y la solucio´n general para todas ellas en
diez dimensiones es
d˜ˆs
2
E = H
− (7−p)
8
Dp
[
Wdt2 − d~y 2p
]−H (p+1)8Dp [W−1dρ2 + ρ2dΩ2(8−p)] ,
dsˆ2s = H
−1/2
Dp
[
Wdt2 − d~y 2p
]−H1/2Dp [W−1dρ2 + ρ2dΩ2(8−p)] ,
e−2(φˆ−φˆ0) = H
(p−3)
2
Dp ,
Cˆ(p+1)ty1...yp = αe
−φˆ0 (H−1Dp − 1) ,
HDp = 1 +
hDp
ρ7−p
, W = 1 +
ω
ρ7−p
,
ω = hDp [1− α2] .
(4.5.14)
Estrictamente estas soluciones so´lo son va´lidas para p < 7. Para p ≥ 7y, de forma
general en todas las soluciones que hemos visto, cuando las dimensiones transversas son
menos de dos, las funciones H,W han de ser reemplazadas por funciones armo´nicas con
un polo en el espacio bidimensional
H ∼ h log ρ , W ∼ ω log ρ , (4.5.15)
o unidimensional transverso.
H ∼ hρ , W ∼ ωρ . (4.5.16)
Tambie´n en el caso de la D3-brana la solucio´n no es estrictamente correcta porque
faltan componentes de la 4-forma necesarias para mantener la autodualidad que hay que
calcular.
En el l´ımite extremo, tenemos
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d˜ˆs
2
E = H
p−7
8
Dp
[
dt2 − d~y 2p
]−H p+18Dp d~x 29−p ,
dsˆ2s = H
−1/2
Dp
[
dt2 − d~y 2p
]−H1/2Dp d~x 29−p ,
e−2(φˆ−φˆ0) = H
(p−3)
2
Dp ,
Cˆ(p+1)ty1···yp = ±e−φˆ0
(
H−1Dp − 1
)
,
HDp = 1 +
hDp
|~x9−p|7−p .
(4.5.17)
Como en el caso no-extremo, para p = 3 hay que an˜adir las componentes que faltan a
la 4-forma y hay que sustituir HD7 por
HD7 = 1 + hD7 log |~x2| , (4.5.18)
y HD8 por
HD8 = 1 + hD8|x| , (4.5.19)
Las constantes de integracio´n vienen dadas por
hDp =
(2πℓs)
(7−p)g
(7− p)ω(8−p) ,
(4.5.20)
para p < 7 y
hD7 = , hD8 =
g
4πℓs
. (4.5.21)
El signo negativo de hD8 juega un papel muy importante.
4.6 Relaciones de dualidad
En la seccio´n anterior hemos identificado una serie de candidatos a ser las soluciones cla´sicas
que representan los campos de largo alcance producidos por los estados de las teor´ıas de
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cuerdas tipo II cuya existencia conocemos bien a trave´s del espectro perturbativo, bien a
trave´s del supera´lgebra y las relaciones de dualidad.
Para completar la identificacio´n debemos de comprobar que estas soluciones guardan
entre s´ı las mismas relaciones de dualidad que los estados que representan.
4.6.1 Relacio´n entre soluciones de 11- y 10-dimensionales. Com-
pactificacio´n
Las primeras relaciones que debemos comprobar son las que hay entre estados/soluciones
de SUGRA N = 1, d = 11 y de la Teor´ıa de Cuerdas tipo IIA.
Hay dos relaciones posibles: o bien el objeto 10-dimensional se obtiene por compactifi-
cacio´n del 11-dimensional en una direccio´n del volumen del mundo o bien por compactifi-
cacio´n de una direccio´n transversa.
Consideremos el caso ma´s sencillo8: la compactificacio´n de la M2-brana. Si la M2-
brana esta´ compactificada en una direccio´n de su volumen del mundo (dicho de otro modo:
esta´ enrollada en la dimensio´n que compactificamos), da lugar a una F1 en d = 10 y si es
en una direccio´n transversa, da lugar a una D2-brana.
Para compactificar la M2-brana tenemos que construir una solucio´n bien definida cuan-
do una coordenada es compacta. Para compactificaciones en c´ırculos o toros estos supone
una pequen˜a modificacio´n de las soluciones que hemos obtenido anteriormente.
Si una de las direcciones del volumen del mundo de la M2-brana extrema (vgr. y2 ≡ z)
es compacta, como, por construccio´n, la solucio´n no depende de ella, la solucio´n Ec. (4.4.2)
sigue siendo completamente va´lida. Tan so´lo necesitamos introducir el valor del dilato´n en
el infinito multiplicando la coordenada compacta z por e´l:


dˆˆs2 = H
−2/3
M2
[
dt2 − dy2 − e 43 φˆ0dz2
]
−H1/3M2 d~x 28 ,
ˆˆ
Ctyz = ±e 23 φˆ0
(
H−1M2 − 1
)
,
HM2 = 1 +
hM2
|~x8|6 .
(4.6.1)
Ahora podemos utilizar directamente las fo´rmulas Ecs. (3.2.16) y (esto es muy impor-
tante) Ecs. (3.2.20) para hallar una solucio´n 10-dimensional que tiene la forma de la de
la D2-brana extrema Ec. (4.5.17) pero con la funcio´n armo´nica HM2 en vez de HD2. So´lo
necesitamos, pues, comparar estas funciones, que son ide´nticas excepto por las constantes
de integracio´n hM2 y hD2. Sin embargo, utilizando las relaciones entre las constantes 11-
y 10-dimensionales Ecs. (3.2.29) para ver que
8Un caso au´n ma´s sencillo es el de la compactificacio´n de la onda gravitacional plana en d = 11 para
dar una onda gravitacional plana o una D0-brana en d = 10. Por falta de espacio no estamos discutiendo
aqu´ı las soluciones puramente gravitacionales como las ondas planas gravitacionales y el monopolo de
Kaluza-Klein que, sin embargo, juegan papeles muy importantes. Las ondas gravitacionales hara´n su
aparicio´n en la Seccio´n 5.3.
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hM2 =
(ℓ
(11)
Planck)
6
6ω(7)
=
(2πℓsg
1/3)6
6ω(7)
=
(2πℓs)
6g2
6ω(7)
= hD2 . (4.6.2)
Si es una de las direcciones transversas la que es compacta, entonces es la funcio´n
armo´nica HM2 la que hay cambiar, puesto que la que aparece en Ec. (4.4.2) resuelve la
ecuacio´n de Laplace con una fuente puntual en el espacio euclidiano, pero no con una
dimensio´n compacta. El procedimiento corriente para encontrar la funcio´n armo´nica cor-
recta explota el hecho de que las M2-branas son objetos supersime´tricos (como veremos)
y se puede poner a un nu´mero arbitrario de M2-branas paralelas en equilibrio esta´tico en
posiciones arbitrarias. Esta libertad esta´ asociada a la arbitrariedad en la eleccio´n de la
funcio´n armo´nica HM2 en ausencia de fuentes. La idea consiste en poner un nu´mero infinito
de M2-branas paralelas a intervalos regulares de la coordenada x10 ≡ z, siendo el periodo
igual a la longitud del c´ırculo en el que vamos a compactificar z. Esto corresponde a elegir
una funcio´n armo´nica
HM2 = 1 + hM2
n=+∞∑
n=−∞
1
(|~x7|2 + (z + 2πnR11)2|)3 , (4.6.3)
donde esta vez hemos supuesto que z ∈ [0, 2πR11] por razones te´cnicas. Esta funcio´n es
perio´dica en z y tiene un polo en ~x7 = z = 0, como quer´ıamos.
Sin embargo, ahora no podemos utilizar directamente las fo´rmulas de compactificacio´n
usuales porque la solucio´n depende expl´ıcitamente de la coordenada perio´dica. Hay dos
estrategias que se pueden seguir: una es sumar la serie anterior para obtener la funcio´n
perio´dica, expandirla en serie de Fourier y quedarnos con el modo cero. Un poco ma´s
sencillo es simplemente aproximar la suma por una integral, lo que es va´lido si |~x7| >> R11
[1]. Primero hacemos el cambio de variables
un =
(z − 2πnR11)
|~x7| , un ∈ [
2πnR11
|~x7| ,
2π(n+ 1)R11
|~x7| ] , (4.6.4)
con lo que tenemos
HM2 = 1 +
hM2
|~x7|6
n=+∞∑
n=−∞
1
(1 + u2n)
3
∼ 1 + hM2|~x7|6
1
2πR11/|~x7|
∫ +∞
−∞
du
(1 + u2)3
= 1 +
hM2ω(5)
2πR11ω(4)
1
|~x7|5 .
(4.6.5)
Sustituyendo esta funcio´n armo´nica en Ec. (4.4.2) con x10 = z, ya podemos utilizar las
fo´rmulas Ecs. (3.2.16) para reducir la solucio´n a diez dimensiones9 y obtenemos la solucio´n
de la D2-brana extrema Ec. (4.5.17) exactamente puesto que
9No es necesario hacer los cambios de escala Ecs. (3.2.20) porque el valor del dilato´n en el infinito
esta´ absorbido en la definicio´n de z. Para recuperarlo simplemente hay que reescalear consistentemente
los campos 10-dimensionales.
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hM2ω(5)
2πR11ω(4)
= hD2 . (4.6.6)
De la misma forma podemos comprobar que la M5 se reduce a la D4 y la S5A. Es u´til
la siguiente fo´rmula general:
Hp = 1 + hp
n=+∞∑
n=−∞
1
(|~xn+1|2 + (z + 2πnR)2|)n/2 ∼ 1 +
hpω(n−1)
2πRω(n−2)
1
|~xn+1|n−1 , (4.6.7)
que nos da la relacio´n entre el coeficiente hp de una p-brana y el h
′
p de la p-brana que se
obtiene al compactificar la otra en una direccio´n transversa de radio R:
h′p =
hpω(n−1)
2πRω(n−2)
. (4.6.8)
Si repetimos el procedimiento m veces (compactificamos en Tm), tenemos
h′p =
hpω(n−1)
V mω(n−m−1)
, V m = (2π)mR1 . . . Rm . (4.6.9)
4.6.2 Dualidad T entre soluciones 10-dimensionales
Las relaciones de dualidad T ma´s importantes son las que ligan a todas las Dp-branas
y consisten en que una Dp-brana con una dimensio´n transversa compactificada esta´ rela-
cionada con una D(p+ 1)-brana con una direccio´n del volumen del mundo compactificada
con el radio dual y con la constante de acoplo de la cuerda dual.
Para comprobar esta relacio´n empezamos por aplicar el algoritmo que acabamos de
explicar para obtener la funcio´n armo´nica HDp perio´dica y su aproximacio´n independiente
de la coordenada transversa z. Aplicando las reglas de Buscher tipo II Ecs. (3.2.70) y
(3.2.71), encontramos inmediatamente la solucio´n de la D(p + 1)-brana con una funcio´n
armo´nica con coeficiente (p ≤ 6)
hDpω(6−p)
2πRω(5−p)
=
(2πℓs)
7−pg
2πR
ω(6−p)
(7− p)ω(8−p)ω(6−p) . (4.6.10)
Usando en el primer factor las reglas de transformacio´n de g yR bajo dualidad T Ec. (4.2.18)
y usando la identidad
ω(n−1)
nω(n+1)ω(n−2)
=
1
(n− 1)ω(n) , (4.6.11)
obtenemos hD(p+1)(g
′), como espera´bamos.
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4.7 Supersimetr´ıas residuales
Para finalizar las comprobaciones sobre nuestra identificacio´n de soluciones y estados so´lo
nos queda ver que las soluciones de p-branas extremas tienen supersimetr´ıas residuales
(claramente las no-extremas no las tienen). Para comprobarlo hay que resolver las ecua-
ciones de los espinores de Killing correspondientes a las SUGRAS de las que sean soluciones.
Vamos a empezar con las p-branas 11-dimensionales.
4.7.1 Supersimetr´ıas residuales de la M2-brana
Las ecuaciones de los espinores de Killing en SUGRA N = 1, d = 11 son simplemente
δˆˆǫ
ˆˆ
ψ ˆˆµ = 0 donde la variacio´n del gravitino viene dada por la Ec. (3.2.6). No tenemos
ma´s que sustituir las componentes de la conexio´n de esp´ın y de la 4-forma de la solucio´n
Ec. (4.4.2). Eligiendo las te´tradas

ˆˆei
j = H
−1/3
M2 δi
j ,
ˆˆem
n = H
1/6
M2δm
n ,
(4.7.1)
encontramos las componentes no nulas

ˆˆωm
nl = −1
3
H−1M2∂qHM2ηm
[nηp]q ,
ˆˆωi
mj = 2
3
H
−3/2
M2 ∂qHM2ηi
[mηj]q ,
ˆˆ
Gmty1y2 = ∓H−2M2∂mHM2 ,
(4.7.2)
y sustituyendo en las ecuaciones de los espinores de Killing, llegamos a


δˆˆǫ
ˆˆ
ψi =
1
3
H
−3/2
M2 ∂nHM2
ˆˆ
Γ(i)
n
(
1∓ i
2
ǫ(i)jk
ˆˆ
Γ(i)jk
)
ˆˆǫ = 0 ,
δˆˆǫ
ˆˆ
ψm = 2∂mˆˆǫ− 16H−1M2∂nHM2
[
ˆˆ
Γmn ∓ i
(
ˆˆ
Γmn + 2δmn
)
ˆˆ
Γ012
]
ˆˆǫ = 0 .
(4.7.3)
La primera ecuacio´n se resuelve so´lo si ˆˆǫ satisface la condicio´n algebraica(
1∓ iˆˆΓ012
)
ˆˆǫ = 0 . (4.7.4)
Utiliza´ndola en la segunda ecuacio´n, e´sta se transforma en
δˆˆǫ
ˆˆ
ψm = 2
(
∂m +
1
6
H−1M2∂mHM2
)
ˆˆǫ = 0 , (4.7.5)
cuya solucio´n es ˆˆǫ = H
−1/6
M2
ˆˆǫ0, donde ˆˆǫ0 es un espinor constante. As´ı hemos encontrado los
espinores de Killing
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ˆˆǫ = H
−1/6
M2
ˆˆǫ0 ,
(
1∓ iˆˆΓ012
)
ˆˆǫ0 = 0 . (4.7.6)
La condicio´n algebraica no es ma´s que el proyector Ec. (2.2.31), como espera´bamos, y,
debido a ella, so´lo la mitad de las componentes de ˆˆǫ0 son independientes y so´lo 1/2 de las
posibles supersimetr´ıas son preservadas. Lo mismo va a ocurrir en los siguientes soluciones
que describen un u´nico objeto BPS.
Obse´rvese que incluimos los dos posibles signos de la carga. Para una sola M2-brana, el
signo es irrelevante, pero es a veces crucial cuando hay otras branas presentes y se estudia
la supersimetr´ıa del conjunto.
Obse´rvese tambie´n que el espinor de Killing existe para una funcio´n armo´nica HM2
arbitraria. Para ser rigurosos, deber´ıamos de decir que la solucio´n es supersime´trica si los
espinores de Killing adema´s tienen el comportamiento asinto´tico adecuado: si la solucio´n
tiende asinto´ticamente al vac´ıo, los espinores de Killing han de tender asinto´ticamente a los
espinores de Killing del vac´ıo y adema´s son normalizables. Si HM2 es la funcio´n armo´nica
para una o varias M2-branas paralelas, estas condiciones se cumplen.
4.7.2 Supersimetr´ıas residuales de la M5-brana
El ca´lculo de los espinores de Killing de la M5-brana sigue la pauta del de los de la M2-
brana: elegimos una te´trada 

ˆˆei
j = H
−1/6
M5 δi
j ,
ˆˆem
n = H
1/3
M5δm
n ,
(4.7.7)
y calculamos las componentes no-nulas de la conexio´n de esp´ın y la intensidad de campo

ˆˆωm
nl = −2
3
H−1M5∂qHM2ηm
[nηp]q ,
ˆˆωi
mj = 1
3
H
−3/2
M5 ∂qHM2ηi
[mηj]q ,
ˆˆ
Gm1···m4 = ±ǫm1···m5∂m5HM5 .
(4.7.8)
Al sustituir en las ecuaciones de los espinores de Killing vemos de nuevo que las ecua-
ciones correspondientes a las componentes del gravitino que esta´n en las direcciones del
volumen del mundo de la M5-brana se resuelven si el espinor satisface una condicio´n alge-
braica que, al ser sustituida en las otras ecuaciones las simplifica. El resultado es
ˆˆǫ = H
−1/12
M5
ˆˆǫ0 ,
(
1∓ ˆˆΓ012345
)
ˆˆǫ0 = 0 . (4.7.9)
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4.7.3 Supersimetr´ıas residuales de las Dp-branas
Teniendo en cuenta que la 2-forma NSNS es cero para estas soluciones y que la u´nica
intensidad de campo que no es cero es Gˆ(p+2), las ecuaciones de los espinores de Killing
toman la forma


δǫˆψˆµˆ =
{
∂µˆ − 14 6 ωˆµˆ + i8eφˆ 1(p+2)! 6Gˆ(p+2)Γˆµˆ
(
−Γˆ11
)p+2
2
}
ǫˆ ,
δǫˆλˆ =
{
6 ∂φˆ− i
4
eφˆ (p−3)
(p+2)!
6Gˆ(p+2)
(
−Γˆ11
)p+2
2
}
ǫˆ ,
(4.7.10)
para la teor´ıa tipo IIA y

δεˆζˆµˆ =
{
∂µˆ − 14 6 ωˆµˆ + 18eϕˆ 1(p+2)! 6Gˆ(p+2)ΓˆµˆP p+32
}
εˆ ,
δεˆχˆ =
{
6 ∂ϕˆ + 1
4
eϕˆ (p−3)
(p+2)!
6Gˆ(p+2)P p+3
2
}
εˆ ,
(4.7.11)
para la tipo IIB, donde
Pn =


σ1 , n par ,
iσ2 , n impar ,
(4.7.12)
Como en los casos anteriores so´lo necesitamos calcular las componentes de la conexio´n de
esp´ın y las intensidades de campo usando la solucio´n Ec. (4.5.17):


6 ωˆi = −12H
−3/2
Dp ∂nHDpηijΓ
nj ,
6 ωˆm = 12H−1Dp∂nHDpηmqΓˆnq ,
6Gˆ(p+2) = ∓e−φˆ0H
p
4
−2
Dp ∂mHDpΓˆ
mΓˆ01···p .
(4.7.13)
Para hallar una solucio´n primero resolvemos las ecuaciones correspondientes a las varia-
ciones del dilatino y las componentes del gravitino en las direcciones del volumen del mundo
de las Dp-branas, obteniendo como antes una ecuacio´n algebraica que es una ligadura re-
stringe el nu´mero de componentes independientes de los espinores de Killing. La misma
ligadura resuelve todas estas ecuaciones. Despue´s usamos la ligadura para resolver las
ecuaciones correspondientes a las componentes del gravitino en las direcciones transversas.
El resultado es un sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas que determinan la de-
pendencia del espinor de Killing en las direcciones transversas a la Dp-brana ~x(9−p) salvo
por una constante global que corresponde a la normalizacio´n del espinor. La dependen-
cia en ~x(9−p) esta´ concentrada en un factor que multiplica a un espinor constante ǫˆ0 que
satisface la ligadura algebraica. El resultado es
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IIA: ǫˆ = H
−1/8
Dp ǫˆ0 ,
[
1∓ iΓˆ01···p
(
−Γˆ11
)p+2
2
]
ǫˆ0 = 0 ,
IIB: εˆ = H
−1/8
Dp εˆ0 ,
(
1± iΓˆ01···pP p+3
2
)
εˆ0 = 0 .
(4.7.14)
4.7.4 Supersimetr´ıas residuales de la F1
Podemos buscar simulta´neamente los espinores de Killing de la F1 extrema como solucio´n
de las teor´ıas tipo IIA, IIB y hetero´tica escribiendo

δǫˆψˆµˆ =
{
∂µˆ − 14
(
6 ωˆµˆ + 12 6HˆµˆO
)}
ǫˆ ,
δǫˆλˆ =
{
6 ∂φˆ− 1
12
6HˆO
}
ǫ ,
(4.7.15)
donde ǫ es un espinor de Majorana, un par de espinores Majorana-Weyl o un u´nico espinor
de Majorana y donde O = Γ11, σ3, I, respectivamente. Usando la forma expl´ıcita de la
solucio´n Ecs. (4.5.9), encontramos
6ωi = −H−3/2F1 ∂mHF1Γim ,
6Hi = ∓2H−1F1∂mHF1Γ01 ,
6Hm = ±ǫijH−3/2F1 ∂mHF1Γmj ,
(4.7.16)
y, siguiendo los mismos pasos que en el caso de las Dp-branas, encontramos la solucio´n
ǫˆ = H
1/4
F1 ǫˆ0 ,
(
1± Γˆ01O
)
ǫˆ0 = 0 . (4.7.17)
4.7.5 Supersimetr´ıas residuales de la S5
De nuevo podemos hacer el ca´lculo simulta´neo para las tres teor´ıas escribiendo

δǫˆψˆµˆ =
{
∂µˆ − 14
(
6 ωˆµˆ + 17!e2φˆ 6Hˆ(7) aˆ1···aˆ7Γˆµˆaˆ1···aˆ7O
)}
ǫˆ ,
δǫˆλˆ =
{
6∂φˆ + 1
2
6Hˆ(7)O
}
ǫˆ ,
(4.7.18)
donde ahora O = σ3 para la IIB y I para las otras dos. El resultado es
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ǫˆ = ǫˆ0 ,
(
1± Γˆ0···5O
)
ǫˆ0 = 0 . (4.7.19)
Leccio´n 5
Agujeros negros en Supercuerdas
5.1 Introduccio´n
En la u´ltima leccio´n vimos que hay soluciones de las teor´ıas efectivas de las cuerdas (SUE-
GRAS) que describen con gran precisio´n los campos de largo alcance de los objetos extensos
que aparecen en el espectro de las teor´ıas de cuerdas correspondientes. En general no son
agujeros negros, cuya descripcio´n en el marco de la Teor´ıa de Cuerdas es nuestro objetivo.
En esta leccio´n vamos a dar los u´ltimos pasos para encontrar soluciones de tipo agujero
negro extremo1 que correspondan a estados de la Teor´ıa de Cuerdas.
Primeramente vamos a probar a construirlos por compactificacio´n toroidal de las direc-
ciones del volumen del mundo de las soluciones de p-branas que encontramos en le leccio´n
anterior. Los agujeros negros que encontramos tienen horizontes singulares, de volumen
cero.
A nosotros nos gustar´ıa es obtener un modelo de un agujero negro extremo cuya ge-
ometr´ıa cla´sica sea no-singular, cuyo horizonte tenga un volumen distinto de cero. Para
esto hay que construir primero soluciones que describan ma´s de un objeto extenso: inter-
secciones. Vamos a estudiar las condiciones bajo las que existen y las soluciones cla´sicas
de las SUEGRAS que las describen.
Inmediatamente despue´s vamos a compactificar una de estas soluciones que representan
intersecciones para obtener en d = 5 un agujero negro extremo completamente regular.
Realmente es una familia uno de cuyos miembros es el conocido agujero extremo de Reissner
y Nordstro¨m en d = 5.
Tras este primer e´xito, vamos a ver que la Teor´ıa de Cuerdas nos permite calcular
el valor de su entrop´ıa a partir del recuento de microestados de la Teor´ıa de Campos
Conformes de la cuerda en el vac´ıo de las p-branas correspondientes. Este era nuestro gran
objetivo al comenzar este curso.
Finalmente vamos a enumerar cosas que por falta de espacio se nos han quedado fuera
del tintero.
1Los no-extremos se construyen fa´cilmente a partir de los extremos, pero en general, por falta de espacio,
vamos a dedicarnos a describir en detalle so´lo los extremos.
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5.2 Agujeros de una sola p-brana
Las soluciones naturales de las teor´ıas efectivas de cuerdas son objetos extensos (salvo la
D0-brana). El procedimiento ma´s sencillo para generar soluciones de tipo agujero negro es
compactificar las anteriores en las direcciones del volumen del mundo. Recordemos que en
esta operacio´n la funcio´n armo´nica no cambia.
Es fa´cil ver que la cuerda fundamental F1 Ec. (4.5.9) enrollada en un c´ırculo da lugar
al agujero negro cargado extremo en d = 9


ds˜2E = H
−6/7
F1 dt
2 −H1/7F1 d~x 28 ,
ds2s = H
−1
F1dt
2 − d~x 28 ,
At = ±
(
H−1F1 − 1
)
,
e−2(φ−φ0) = H1/2F1 ,
K/K0 = H
−1/2
F1 .
(5.2.1)
El horizonte esta´ en el polo de HF1 ~x8 = 0. En ese punto, el volumen del c´ırculo
compacto, medido por el mo´dulo K va a cero y el dilato´n diverge. Adema´s el a´rea del
horizonte es cero.
Una 5-brana solito´nica S5 Ec. (4.5.12) enrollada en un 5-toro da lugar al siguiente
agujero negro cargado extremo en cinco dimensiones:


ds˜2E = H
−2/3
S5 dt
2 −H1/3S5 d~x 24 ,
ds2s = dt
2 −HS5d~x 24 ,
At = ±
(
H−1S5 − 1
)
,
e−2(φ−φ0) = H−1S5 ,
K/K0 = 1 .
(5.2.2)
En este caso el volumen del 5-toro es finito en el horizonte, y el dilato´n va a a cero,
pero el horizonte sigue teniendo a´rea cero en el sistema de referencia de Einstein (aunque
es finito en el de la cuerda).
Las Dp-branas Ec. (4.5.17) enrolladas en un p-toros dan lugar a los siguientes agujeros
negros cargados extremos en 10− p dimensiones:
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

ds˜2E = H
− 7−p
8−p
Dp dt
2 −H
1
(8−p)
Dp d~x
2
9−p ,
ds2s = H
−1/2
Dp dt
2 −H1/2Dp d~x 24 ,
At = ±
(
H−1Dp − 1
)
,
e−2(φ−φ0) = H
p−6
4
Dp ,
K/K0 = H
−p/4
Dp .
(5.2.3)
En todos los casos el volumen del p-toro y tambie´n (excepto si p ≥ 6) el dilato´n son
singulares en el horizonte. El a´rea del horizonte en el sistema de Einstein es siempre cero,
aunque para p = 3 no lo sea en el sistema de referencia conforme de la cuerda.
Podemos compactificar tambie´n dimensiones transversas o una combinacio´n de ambas,
pero en todos los casos vamos a obtener agujeros negros con horizontes singulares de
a´rea cero, porque todos ellos son ma´ximamente sime´tricos y sabemos que no hay agujeros
negros regulares ma´ximamente supersime´tricos en el sistema de referencia de Einstein. Esta
observacio´n nos da una pista para construir agujeros regulares: romper ma´s supersimetr´ıa
a trave´s de intersecciones de p-branas.
5.3 Reglas de interseccio´n
Una vez obtenidas las soluciones correspondientes a objetos/estados “elementales”es lo´gico
preguntarse por la existencia de estados ligados en los que hay presentes varios objetos de
tipos distintos, y por las soluciones que los describen. En las teor´ıas supersime´tricas hay un
tipo de estados ligados particularmente fa´cil de describir: aquellos en los que la energ´ıa de
ligadura es cero, como cuando hay varios objetos BPS del mismo tipo paralelos y en equilib-
rio esta´tico formando un estado BPS. Este tipo de estados juega un papel muy importante
en lo que sigue. Si queremos tener varios objetos supersime´tricos formando un estado su-
persime´trico, podemos empezar por estudiar el supera´lgebra para ver en que´ condiciones
es compatible imponer la aniquilacio´n de un mismo estado por las cargas de supersimetr´ıa
asociadas a los distintos objetos (que pueden ser iguales, pero no paralelos) que en general
tendra´n varias direcciones (aparte del tiempo) comunes, es decir: se intersectara´n.
Como vimos en su momento, la aniquilacio´n de los estados por las supercargas era
completamente equivalente a la accio´n de ciertos proyectores sobre espinores. Para una
p-brana extendida en las direcciones y1 . . . yp, que podemos representar as´ı (p = 5)
5− brana + + + + + + − − − − (5.3.1)
el proyector tiene la forma gene´rica Ec. (2.2.31) que reescribimos as´ı (Z(p) = ±M)
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Ppǫ =
(
1± Γ01···pOp
)
ǫ = 0 . (5.3.2)
La pregunta que nos hemos hecho (¿cua´les son las reglas de interseccio´n de los objetos
extensos que hemos estudiado?) se traduce entonces en la compatibilidad de imponer
Ppǫ = 0 y Pp′ǫ = 0, en el caso de una p- y una p
′-brana. El ana´lisis general es complicado
por la presencia de Op. Si ignoramos su presencia por un momento (considerando, por
ejemplo, objetos iguales pero no paralelos), podemos ver que
[Pp, Pp′] = 0 , (5.3.3)
si el nu´mero de dimensiones transversas relativas total (direcciones que para una de ellas
son de volumen del mundo y para la otra no) es 0 mod 4. Por ejemplo, si tenemos dos S5
esta configuracio´n dar´ıa lugar a proyectores compatibles
S5 + + + + + + − − − −
S5 + + + + − − + + − − (5.3.4)
porque las direcciones 4 y 5 son del volumen del mundo de la primera pero transversas a la
segunda y las 6 y 7 al reve´s, con lo que hay 4 dimensiones transversas relativas. Tambie´n
e´sta dar´ıa lugar a proyectores compatibles
S5 + + + + + + − − − −
S5 + + − − − − + + + + (5.3.5)
porque tiene un total de 8 direcciones transversas relativas. En la notacio´n de la Ref. [1],
estas configuraciones son, respectivamente
S5 ⊥ S5(3) , S5 ⊥ S5(1) . (5.3.6)
En las teor´ıas que nos ocupan, Op = I,Γ11, σ1, iσ2, y depende de p mod 4 para Dp-
branas, de lo que deducimos que podemos tener un estado ligado con energ´ıa de ligadura
cero, de una Dp-brana y una D(p+ 4)-brana que se intersectan en p direcciones:
Dp ⊥ D(p+4)(p) . (5.3.7)
Podemos estudiar casos ma´s complicados o simplemente generarlos utilizando las reglas
de dualidad. Adema´s se pueden estudiar configuraciones en las que las p-branas no son
perpendiculares, sino que forman a´ngulos. En todos estos casos, cada uno de los dos
proyectores compatibles reduce el nu´mero de supersimetr´ıas residuales a la mitad, de forma
que la configuracio´n total tiene 1/4 de las supersimetr´ıas totales preservadas.
Antes de generar ma´s reglas de interseccio´n por dualidad, es interesante ver otro me´todo
por el que se pueden deducir, basado en el estudio de la conservacio´n de la carga asociada
a las p-branas en la teor´ıa de SUGRA [200, 201]. Consideremos una cuerda fundamental
de la teor´ıa tipo IIB F1B (el objeto que se acopla a la 2-forma NSNS Bˆµν). Su carga con
respecto a Bˆµν viene dada, en ausencia de otros campos, por
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qF1 ∼
∫
S7
e−2ϕ⋆Hˆ , (5.3.8)
donde S7 es una 7-esfera que rodea a la cuerda en las direcciones transversas. Esta carga
es distinta de cero so´lo si la cuerda es infinita o es cerrada (topolo´gicamente un c´ırculo).
La razo´n es que esta integral es invariante bajo deformaciones continuas de la 7-esfera en
las que e´sta no cruce singularidades, lo que se demuestra usando que, fuera de la cuerda,
que es una fuente localizada del campo Bˆµν
de−2ϕ⋆Hˆ = 0 . (5.3.9)
Si la cuerda tiene extremos libres, la 7-esfera se puede deslizar continuamente a lo
largo de la cuerda hasta ir ma´s alla´ de los extremos y entonces contraerla a un punto sin
encontrar ninguna singularidad2, con lo que la integral vale cero.
La situacio´n cambia en presencia de otros campos3. El invariante de homotop´ıa que
debemos utilizar para definir la carga4 es ahora
qF1 ∼
∫
S7
(
e−2ϕ⋆Hˆ − ⋆Gˆ(3)Cˆ(0) − Gˆ(5)Cˆ(2)
)
. (5.3.10)
Consideramos una cuerda semi-infinita con un extremo. A una distancia L suficientemente
grande del extremo podemos ignorar los campos distintos de Bˆµν , y la carga debe de ser
aproximadamente la misma que en el caso anterior, tanto ma´s aproximada a ella cuanto
mayor sea L para un valor fijo del radio R de la 7-esfera. Si deslizamos la 7-esfera hacia
el extremo, los otros campos deben de empezar a contribuir (si no, estamos en el caso
anterior), pero podemos hacer que la integral siga dando aproximadamente el mismo valor
de qF1 haciendo tender R → 0 con R/L constante hasta que la u´nica contribucio´n a la
integral provenga del extremo. Ah´ı la 7-esfera degenerada se puede descomponer, por
ejemplo, en el producto S5 × S2, suponiendo que sea el tercer te´rmino en el integrando el
relevante en este caso, con lo que toda la contribucio´n a qF1 proviene de∫
S5
Gˆ(5)
∫
S2
Cˆ(2) . (5.3.11)
La primera integral es la carga de una D3-brana (por autodualidad de Gˆ(5)), de forma
que la cuerda tiene su extremo en una D3-brana. En cuanto a la segunda integral, si no
hay ninguna D1, podemos suponer que dentro de la D3-brana Gˆ(3) ∼ dCˆ(2) = 0, y, so´lo
localmente, Cˆ(2) = dV (1), con lo que
qF1 ∼
∫
S2
dV (1) . (5.3.12)
2Esto se puede visualizar bien en cuatro dimensiones donde las dimensiones transversas a una cuerda
son dos en vez de ocho, sustituyendo S7 por S1.
3En la cuerda hetero´tica no hay otros campos que modifiquen la situacio´n, pero en las de tipo II s´ı.
4Esta definicio´n de carga es la de Page [182].
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La interpretacio´n es clara: una cuerda fundamental puede acabar en (intersectar) una
D3-brana. En el punto del volumen del mundo de la D3-brana correspondiente a la inter-
seccio´n hay un campo vectorial excitado de forma que su carga magne´tica es la misma de
la cuerda fundamental. Ese campo es el dual del campo de Born e Infeld que esta´ presente
en la accio´n de la D3-brana.
Este argumento parece depender de posibles redefiniciones de campos, pero en realidad,
lo que se ve es que otras variables son ma´s adecuadas para describir otras intersecciones
[200]. Por otro lado, su virtud es que demuestra la relacio´n existente entre la f´ısica en
el espacio-tiempo ambiente y en los volu´menes del mundo de las p-branas. Es posible,
por ejemplo, ver las cuerdas fundamentales ancladas en las Dp-branas como excitaciones
solito´nicas de los campos de BI llamadas BIones [202] etc.
Las sistemas
F1 ⊥ Dp(0) , (5.3.13)
son muy convenientes para empezar a generar ma´s reglas de interseccio´n por dualidad.
Todos ellos esta´n relacionados por dualidad T en direcciones perpendiculares a la F1. Si
tomamos la interseccio´n F1B ⊥ D3(0) y efectuamos una transformacio´n de dualidad S,
obtenemos una interseccio´n entre Dp-branas: D1 ⊥ D3(0) y haciendo ahora transforma-
ciones de dualidad T en direcciones transversas comunes, obtenemos las intersecciones
Dp ⊥ Dp+2(p− 1) , p ≥ 1 . (5.3.14)
Si hacemos transformaciones de dualidad T en la direccio´n de la D1 en vez de en las
transversas comunes, tenemos la D0 ⊥ D4(0) y haciendo de nuevo dualidad T en las
transversas comunes generamos las intersecciones
Dp ⊥ Dp+4(p) . (5.3.15)
Por dualidad S de la D1 ⊥ D5(1) que esta´ en esta clase, generamos la
F1 ⊥ S5B(0) . (5.3.16)
Si hacemos dualidad T en una direccio´n del volumen del mundo de la D3 en la config-
uracio´n D1 ⊥ D3(0), en la familia Ec. (5.3.14) obtenemos D2 ⊥ D2(0) y haciendo nuevas
dualidades T en las direcciones transversas comunes, generamos la familia
Dp ⊥ Dp(p− 2) , p ≥ 2 . (5.3.17)
Si hacemos dualidad S a la F1 ⊥ D5(0) en la familia Ec. (5.3.13), generamos la D1 ⊥
S5B(0) y con dualidades sucesivas en direcciones transversas relativas a las Dp-branas,
generamos la familia
Dp ⊥ S5(p− 1) , p ≥ 1 , (5.3.18)
etc. El resumen de todos estos resultados es:
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F1 ‖ S5, F1 ⊥ Dp(0),
S5 ⊥ S5(1), S5 ⊥ S5(1), S5 ⊥ Dp(p− 1) (p > 1),
Dp ⊥ Dp′(m) p+ p′ = 4 + 2m,
W ‖ F1, W ‖ S5, W ‖ Dp,
KK ⊥ Dp(p− 2).
(5.3.19)
En 11 dimensiones, incluyendo intersecciones con ondas gravitacionales y monopolos
de Kaluza-Klein [204]
M2 ⊥ M2(0), M2 ⊥ M5(1), M5 ⊥ M5(1), M5 ⊥ M5(3),
W ‖ M2, W ‖ M5,
KK ‖ M2, KK ⊥ M2(0), KK ‖ M5, KK ⊥ M5(1), KK ⊥ M5(3),
W ‖ KK, W ⊥ KK(2), W ⊥ KK(4).
(5.3.20)
Esta´ claro que podemos extender este juego a un nu´mero mayor de branas y que el
requisito de que formen un estado ligado con energ´ıa de ligadura cero es que los proyectores
asociados conmuten entre s´ı. En el caso de 3 p-branas, en general la supersimetr´ıa del
sistema se reduce a 1/8 del total, excepto en algunos casos en los que la tercera p-brana
no rompe ninguna supersimetr´ıa adicional. Este caso esta´ relacionado con la creacio´n de
p-branas cuando otras se cruzan, por ejemplo [203] cuando una D5-brana y una S5B-brana
se cruzan, se crea una D3-brana asociada a la interseccio´n. El proyector de la D3-brana
no impone ninguna condicio´n adicional.
5.3.1 Soluciones: superposiciones armo´nicas
Finalmente, veamos que´ soluciones cla´sicas de las teor´ıas efectivas de cuerdas describen
estas configuraciones. Un compendio u´til sobre intersecciones es el de Gauntlett [205]. Las
primeras soluciones fueron identificadas por Papadopoulos y Townsend en la Ref. [207]
de entre una familia muy amplia descubierta por Gu¨ven en la Ref. [206]. Resulta que
estas soluciones, y todas las correspondientes a sistemas ligados con energ´ıa de ligadura
cero se pueden construir por superposicio´n armo´nica de las soluciones que describen a uno
so´lo de los objetos [208, 209], poniendo a cada componente de la me´trica, multiplicadas,
las funciones armo´nicas que tienen las soluciones individuales, con las mismas potencias,
pero donde las funciones armo´nicas so´lo dependen ahora de las dimensiones transversas
comunes. Un ejemplo vale aqu´ı ma´s que mil palabras: si las soluciones que describen una
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u´nica cuerda fundamental y una u´nica Dp-brana son las Ecs. (4.5.9) y (4.5.17), la solucio´n
que describe la interseccio´n de una cuerda fundamental que esta´ en la direccio´n y y una
Dp-brana que esta´ en las direcciones ~zp ≡ (z1, . . . , zp) es
dsˆ2s = H
−1/2
Dp H
−1
F1dt
2 −H+1/2Dp H−1F1dy 2 −H−1/2Dp d~z 2p −H+1/2Dp d~x 28−p ,
e−2(φˆ−φˆ0) = H
(p−3)
2
Dp HF1 ,
Cˆ(p+1)tz1···zp = ±e−φˆ0
(
H−1Dp − 1
)
,
Bˆty = ±
(
H−1F1 − 1
)
,
HDp,F1 = 1 +
hDp,F1
|~x8−p|6−p ,
(5.3.21)
Es evidente co´mo extender este ejemplo a otros casos. Lo importante es que las solu-
ciones as´ı obtenidas no son enteramente satisfactorias porque no nos dicen en que´ punto
la F1 intersecta la Dp-brana, y las F1 esta´ deslocalizada sobre el volumen del mundo de la
Dp-brana. En algunos casos las dependencia de las funciones armo´nicas se puede extender
a algunas de las dimensiones transversas relativas, pero no hay soluciones que describan in-
tersecciones completamente localizadas. Una referencia en la que se discute este problema
es [210].
Que se puedan construir estas soluciones por superposicio´n en una teor´ıa tan no-lineal
como la gravitacio´n nos da idea de lo especiales que son, de lo peculiar que es tener objetos
cuya energ´ıa de interaccio´n es cero y de lo crucial que es la supersimetr´ıa en este juego.
5.3.2 Intersecciones con ondas gravitacionales y transformaciones
de Lorentz singulares
Antes de finalizar esta leccio´n vamos a ver un me´todo de generar soluciones que describen
una onda gravitacional propaga´ndose en una direccio´n del volumen del mundo de una p-
brana cualquiera. El me´todo fue ideado originalmente por Aichelburg y Sexl para generar
una onda gravitacional plana de choque a partir de la solucio´n de Schwarzschild [211].
Aplicado a las p-branas negras cargadas de las Ecs. (4.3.6), nos va a dar una onda gravita-
cional plana movie´ndose en el volumen del mundo de una p-brana extrema. Esto nos va a
dar pie para estudiar las ondas planas, que son soluciones puramente gravitacionales que
no pertenecen a las familias de soluciones que hemos estudiado.
Consideremos una solucio´n de la forma gene´rica
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

ds2 = Hα
[
Wdt2 − d~y 2p−1 − dz2
]−Hβ [W−1dρ2 + ρ2dΩ2] ,
e−2(φ−φ0) = Hγ ,
A(p+1) ty1···yp−1z = α (H−1 − 1) .
W = 1 +
ω
ρn
, H = 1 +
h
ρn
,
(5.3.22)
Ni la dimensio´n ni el sistema de referencia conforme en el que trabajemos son relevantes.
Hacemos la transformacio´n de Lorentz(
t
z
)
→
(
cosh γ sinh γ
sinh γ cosh γ
)(
t
z
)
, (5.3.23)
que deja invariante todo5 menos este trozo de la me´trica:
Wdt2 − dz2 → dt2 − dz2 + cosh2 γ(W − 1)(dt+ tanh2 γdz)2 , (5.3.24)
que en el l´ımite singular γ →∞, ω → 0 con e2γω → hW finito, se convierte en
H−1W dt
2 −HW [dz − (H−1W − 1)dt]2 , HW = 1 +
hW
ρn
, (5.3.25)
y obtenemos la nueva solucio´n con me´trica
ds2 = Hα
{
H−1W dt
2 −HW [dz − (H−1W − 1)dt]2 − d~y 2p−1
}−Hβd~x2 , (5.3.26)
y los dema´s campos como antes. Esta solucio´n tiene dos para´metros independientes h y
hW . Si h = 0 todos los campos salvo la me´trica se vuelven triviales y obtenemos una
nueva solucio´n puramente gravitatoria: la onda gravitacional plana, va´lida en cualquier
dimensio´n y para cualquier funcio´n armo´nica HW de las coordenadas ~xn, aunque nosotros
escogemos aqu´ı una determinada (d > 4):
ds2 = H−1W dt
2 −HW [dz + α(H−1W − 1)dt]2 − d~x2d−2 ,
HW = 1 +
hW
|~xd−2|d−4 , α = ±1 ,
(5.3.27)
donde hemos incluido el para´metro α: α = +1(−1) cuando la onda se propaga en la
direccio´n positiva (negativa) del eje z.
5Esto es as´ı porque la (p+ 1)-forma tiene los dos ı´ndices tz.
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La solucio´n general claramente representa la onda propaga´ndose en la direccio´n −z del
volumen del mundo de la p-brana y obedece la regla de superposicio´n armo´nica.
Para determinar la constante de integracio´n hW en te´rminos de las constantes f´ısicas
podemos utilizar de nuevo el me´todo de la fuente, que aqu´ı sera´ la accio´n de una part´ıcula
sin masa. El resultado es, primeramente, que HW debe de ser reemplazada por
HW = 1 +
hW
|~xd−2|d−4 δ(uα) . uα =
1√
2
(t− αz) . (5.3.28)
(El factor δ(uα) aparece tambie´n al tomar el l´ımite γ → 0 con cuidado [211].) Segundo,
hW = −α
√
2|pz|8πG(d)N
(d− 4)ω(d−3) ,
(5.3.29)
donde pz es el momento que transporta la onda. E´ste es un para´metro continuo (a diferencia
de la masa ya la carga de las p-branas BPS), excepto si la direccio´n z es compacta, en
cuyo caso esta´ cuantizado en mu´ltiplos enteros de 1/Rz. Si queremos obtener la solucio´n
compactificada, tenemos que tener en cuenta que a funcio´n armo´nica HW depende de z
a trave´s de u y tenemos que hacer una expansio´n en serie de Fourier y quedarnos con el
modo cero
δ(uα) ∼ −α
√
2
2πRz
, (5.3.30)
lo que, combinado con la cuantizacio´n del momento nos da
hW =
|N |8G(d)N
R2z(d− 4)ω(d−3)
. (5.3.31)
5.3.3 Agujeros negros a partir de intersecciones
Ahora estamos en condiciones de construir nuevas soluciones de tipo agujero negro a partir
de intersecciones de p-branas. Las ma´s sencillas son las de tipo Dp ‖ Dp+4. No queremos
utilizar branas con p > 6 porque si no no obtendr´ıamos soluciones asinto´ticamente planas, y
esto so´lo nos deja tres posibilidades: D0 ‖ D4, D1 ‖ D5 y D2 ‖ D6 que esta´n relacionadas
por dualidad T y son adecuadas para agujeros negros en d = 6, 5, 4 respectivamente, o
dimensiones ma´s bajas compactificando dimensiones transversas. Sin embargo, sabemos
que los agujeros negros regulares tienen ma´s de dos cargas (y esta´n compuestas por ma´s
de dos objetos) por lo que vamos a tener que an˜adirlos. Lo ma´s sencillo es an˜adir una
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onda gravitacional en una de las direcciones del volumen del mundo comunes. Esto so´lo
es posible en los dos u´ltimos casos. A los dos primeros se les puede an˜adir una cuerda
fundamental.
Si queremos obtener un agujero negro en d = 4 adema´s vamos a necesitar un cuarto
objeto que suele ser un monopolo de Kaluza-Klein o una S5. Por simplicidad vamos a
considerar el caso en d = 5 D1 ‖ D5 al que vamos a an˜adir una onda gravitacional en
la direccio´n de la cuerda. Esta configuracio´n fue estudiada por primera vez por Callan
y Maldacena en la Ref. [215], como alternativa ma´s simple a la construccio´n original de
Strominger y Vafa [214], y su versio´n dual W ‖ D2 ‖ D6 fue considerada poco despue´s
por Maldacena y Strominger en la Ref. [217]. En d = 4 se usaron las configuraciones
W ‖ D2 ‖ D6 ma´s una S5 en el mismo art´ıculo y las configuraciones D0 ‖ D4 y D1 ‖ D5
con F1 y monopolo de Kaluza-Klein por Johnson, Khuri y Myers en Ref. [218]. Nosotros
no hemos mencionado el momento angular, pero es posible tener tambie´n agujeros negros
supersime´tricos con momento angular en d = 5 y su construccio´n a partir de configuraciones
de objetos extensos de Teor´ıa de Cuerdas se hizo en la Ref. [216].
5.4 El agujero extremo W ‖ D1 ‖ D5 en d = 5
La solucio´n de la que vamos a partir se construye usando el principio de superposicio´n
armo´nica. La configuracio´n de ND1 D1-branas, ND5 D5-branas y una onda gravitacional
con nu´mero de momento NW es
D1 + + ∼ ∼ ∼ ∼ − − − −
D5 + + + + + + − − − −
W + → ∼ ∼ ∼ ∼ − − − −
(5.4.1)
donde un signo + indica que esa direccio´n es del volumen del mundo de la brana (isome´trica,
pues), un signo menos que es una direccio´n transversa en la que la solucio´n conserva
la dependencia, un ∼ que es una direccio´n transversa pero que hemos compactificado,
eliminando primero la dependencia en esa coordenada por el procedimiento explicado en
el cap´ıtulo anterior, y el signo→ denota la direccio´n de propagacio´n de la onda, y tambie´n
vamos a eliminar la dependencia en la misma. Las direcciones espaciales con +,∼ o´→ van
a estar compactificadas en un 5-toro T 5 = S1×T 4 de volumen V 5 = 2πRV 4 donde R es el
radio de la coordenada y1 y V 4 = (2π)4R2 . . . R4 el del T
4 en el que esta´n compactificadas
las coordenadas y2, . . . , y4 y las funciones armo´nicas van a depender u´nicamente en las 4
coordenadas transversas comunes ~x4.
El principio de superposicio´n armo´nica nos da la siguiente solucio´n 10-dimensional, en
el sistema de referencia de la cuerda:
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

dsˆ2s = H
−1/2
D1 H
−1/2
D5
{
H−1W dt
2 −HW
[
dy1 + αW (H
−1
W − 1)dt
]2}
−H1/2D1H−1/2D5 d~y 24 −H1/2D1H1/2D5 d~x 24 ,
e−2(φˆ−φˆ0) = HD5/HD1 ,
Cˆ(2)ty1 = αD1
(
H−1D1 − 1
)
,
Cˆ(6)ty1···y5 = αD5
(
H−1D5 − 1
)
,
(5.4.2)
donde α2D1,D5,W = 1 son los signos de las cargas y el momento y donde las funciones
armo´nicas esta´n dadas por
Hi = 1 +
r2i
|~x4|2 , i = D1, D5,W , (5.4.3)
donde, para la D5-brana, ninguna de cuyas dimensiones transversas ha sido compactificada
r2D5 = ND5hD5 = ND5ℓ
2
sg , (5.4.4)
para la D1-brana, cuatro de cuyas dimensiones transversas han sido compactificadas en un
4-toro, usando la relacio´n Ec. (4.6.9)
r2D1 = ND1hD1
ω(5)
V 4ω(1)
=
ND1ℓ
6
sg
V
, V ≡ R2 . . . R5 , (5.4.5)
y para la onda gravitacional, que se propaga en una direccio´n compacta y tiene 4 direc-
ciones compactas transversas, usando primero Ec. (5.3.31), donde G
(10)
N viene dada por
Ec. (3.2.28), y luego Ec. (4.6.9)
r2W = hW
ω(5)
V 4ω(1)
=
NW ℓ
8
sg
2
R2V
. (5.4.6)
Los tres ND1, ND5, NW son enteros positivos.
Podemos compactificar inmediatamente la solucio´n a 5 dimensiones, obteniendo una
solucio´n con tres cargas relativas a tres campos vectoriales, y con tres mo´dulos: el dilato´n
φ, KV que mide el volumen local del 4-toro y KR que mide la longitud del c´ırculo en el
que se enrolla la D-cuerda:
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ds˜2E = (HD1HD5HW )
−2/3 dt2 − (HD1HD5HW )1/3 d~x 24 ,
ds2s = (HD1HD5)
−1/2H−1W dt
2 − (HD1HD5)1/2 d~x 24 ,
A(D1,D5,W )t = αD1,D5,W
(
H−1D1,D5,W − 1
)
,
KV /KV 0 = HD1/HD5 , e
−2(φ−φ0) = KR/KR0 = (HD1HD5)
−1/4H1/2W .
(5.4.7)
Los tres mo´dulos son finitos en el horizonte de este agujero negro extremo. Adema´s, el
volumen del horizonte (en el sistema de referencia conforme de Einstein) es tambie´n finito,
como en el agujero de Reissner y Nordstro¨m extremo
A = ω(3)
(
lim|~x4|→0 |~x4|6 HD1HD5HW
)1/2
= 2π2 (rD1rD5rW )
1/2
= 2π2
√
ND1ND5NW
ℓ8sg
2
RV
.
(5.4.8)
La entrop´ıa en cualquier dimensio´n viene dada por un cuarto del volumen del horizonte
medida en unidades de Planck [187]:
S =
A
4G
(5)
N
, G
(5)
N =
G
(10)
N
(2π)5RV
=
π
4
ℓ8sg
2
RV
, (5.4.9)
lo que implica la bell´ısima fo´rmula
S = 2π
√
ND1ND5NW . (5.4.10)
Al expresar todos los para´metros de la teor´ıa y la solucio´n en funcio´n de constantes de la
Teor´ıa de Cuerdas hemos obtenido un valor para la entrop´ıa que no depende de ninguno de
los mo´dulos g, R, V ni de la longitud de la cuerda ℓs, y so´lo depende de nu´meros enteros, lo
que nos hace concebir esperanzas de que este valor se pueda explicar a trave´s del recuento
de estados. Observemos que la masa del agujero negro s´ı depende de los mo´dulos:
M =
ND1R
gℓs
+
ND5RV
gℓ6s
+
NW
R
. (5.4.11)
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Si rD1 = rD5 = rW entonces todos los mo´dulos toman un valor constante
6, y la me´trica
es (no hay distincio´n entre los sistemas de la cuerda y Einstein)
ds2 = H−2dt2 −Hd~x 24 , H = HD1 = HD5 = HW , (5.4.12)
justamente la del agujero negro extremo de Reissner y Nordstro¨m en d = 5. Esta me´trica
esta´n entre las soluciones extremas del modelo a con a = p = 0, d = 5 Ec. (4.3.7). La u´nica
diferencia es que ah´ı esta´ cargada so´lo con respecto a un vector y aqu´ı con respecto a 3.
Esto es necesario para que podamos considerar la solucio´n como una solucio´n de la teor´ıa
efectiva de cuerdas IIB, que tiene muchos ma´s campos cuyas ecuaciones de movimiento se
han de satisfacer incluso aunque tomen su valor de vac´ıo.
Hemos as´ı conseguido no so´lo obtener una solucio´n de agujero negro extremo con en-
trop´ıa distinta de cero en una teor´ıa de SUGRA, sino que hemos identificado todos sus
componentes elementales: D1- y D5-branas ma´s una onda gravitacional. El siguiente pa-
so es intentar deducir de esta composicio´n macrosco´pica, el nu´mero de microestados del
sistema y obtener de e´l la entrop´ıa.
5.5 Microestados y entrop´ıa de W ‖ D1 ‖ D5
Desde el punto de vista de la Teor´ıa de Cuerdas microsco´pica, el agujero negro que hemos
obtenido es un vac´ıo en el que se debe cuantizar la cuerda, teniendo en cuenta las condi-
ciones de contorno que impone la presencia de D-branas. Pero no sabemos cuantizar la
cuerda en e´l porque en general la constante de acoplo de la cuerda va a ser grande y so´lo
sabemos cuantizar perturbativamente las cuerdas.
En este punto hacemos uso de la independencia de la entrop´ıa de la constante de acoplo,
una independencia asociada a la supersimetr´ıa. Si tomamos el l´ımite g → 0, puesto que
todos los ris llevan potencias positivas de g, la solucio´n tiende al espacio plano. En este
l´ımite de espacio plano s´ı sabemos cuantizar las cuerdas e identificar los microestados. El
resultado, del que derivaremos la entrop´ıa sera´ va´lido para g grande, en el que recuperamos
el agujero negro extremo. E´ste es uno de los puntos cruciales de este ca´lculo. Otra razo´n
por la que el ca´lculo es va´lido es porque los u´nicos microestados que contribuyen a la
entrop´ıa son tambie´n BPS. Su nu´mero esta´ determinado por la supersimetr´ıa (es decir,
por la cinema´tica, no la dina´mica) y es completamente independiente de g, como de hecho
demuestra la expresio´n que hemos obtenido para S.
As´ı pues, debemos de identificar la teor´ıa de cuerdas definida en el vac´ıo de D1- y
D5-branas que adema´s tiene momento en la direccio´n de la D1. En este punto echamos de
menos el no haber podido dar paralelamente un curso de Teor´ıa de Cuerdas basado en el
enfoque tradicional de la f´ısica bidimensional en vez de en la f´ısica espacio-temporal que
nosotros hemos seguido, pero es imposible explicar ambos enfoques en un tiempo reducido.
Intentaremos explicar al menos la esencia de esta parte del ca´lculo.
6En rigor, dado que estas constantes dependen de los nu´meros enteros ND1, ND5, NW , esto no es
posible salvo para valores espaciales de los mo´dulos g,R, V . Sin embargo, si los enteros ND1, ND5, NW son
suficientemente grandes, podemos estar arbitrariamente cerca de la igualdad.
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Las teor´ıas de cuerdas son casos especiales de Teor´ıas de Campos Conformes bidimen-
sionales [230]. Estas teor´ıas esta´n caracterizadas por su carga central c. Adema´s tienen
un espectro infinito de estados cuya degeneracio´n crece con la energ´ıa. El comportamiento
asinto´tico de la degeneracio´n de estados viene dado por la fo´rmula de Cardy
ρ(E) ∼ e
√
π(c−24E0)EL/3 , (5.5.1)
donde E0 es la mı´nima energ´ıa y L la longitud de la coordenada espacial, que aqu´ı es
2πR. De todo el espectro de la teor´ıa so´lo van a contribuir significativamente7 a ρ(E)
modos correspondientes a cuerdas abiertas con un extremo en una D1 y otro en una
D5, y con momento en la direccio´n y1. El nu´mero de estos modos es proporcional al
producto ND1ND5 puesto que pueden empezar o acabar en D1- y D5-branas distintas., y
por lo tanto esperamos que c, que es proporcional al nu´mero de grados de libertad de la
teor´ıa conforme, sea proporcional a este producto. Una evaluacio´n precisa que no podemos
reproducir aqu´ı da precisamente c = 6ND1N2. Por otro lado, la energ´ıa de estos modos
es igual a su momento NW/R. Sustituyendo en la fo´rmula de Cardy todos estos datos,
tenemos
ρ(E) = e2π
√
ND1ND5NW , (5.5.2)
lo que nos lleva inmediatamente al valor de la entrop´ıa que calculamos ma´s arriba.
5.6 Comentarios finales
En el breve tiempo de que hemos dispuesto hemos intentado describir, desde sus funda-
mentos, los modelos de agujero negro de la Teor´ıa de Cuerdas. Hemos llegado a explicar
co´mo una configuracio´n de objetos extensos de la teor´ıa, en acoplo fuerte, da origen a una
me´trica de agujero negro cargado extremo con horizonte regular y co´mo el conocer esa
configuracio´n nos permite hacer un ca´lculo estad´ıstico de la entrop´ıa.
Hay muchas cosas ma´s que desear´ıamos haber podido contar: los modelos de agujeros
extremos en d = 4 [217, 218], los de agujeros negros cuasi-extremos en d = 5 [215, 219],
d = 4 [221] y con rotacio´n [220] y co´mo estos modelos explican la radiacio´n de Hawking
[222, 223, 224], el Principio de correspondencia [212, 213], la relacio´n de estos ca´lculos
de la entrop´ıa con el agujero negro en tres dimensiones de Ban˜ados, Teitelboim y Zanelli
[225, 226, 227, 228], y la relacio´n de todo esto con la dualidad entre SUGRA y Teor´ıas de
Campos Conformes [229] a trave´s de la geometr´ıa del horizonte. Esperamos que al lector
interesado estas lecciones le sirvan como un buen punto de apoyo para adentrarse en este
interesante mundo de ideas.
7Hay contribuciones de otros estados a esta fo´rmula de la entrop´ıa, que so´lo debe de ser considerada
aproximada [231].
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Ape´ndice A
Convenios y fo´rmulas
A.1 Convenios de geometr´ıa diferencial
Utilizamos letras griegas µ, ν, ρ, . . . como ı´ndices tensoriales en la base de coordenadas
(´ındices curvos) y letras latinas a, b, c . . . como ı´ndices tensoriales en la base del espacio
tangente asociada a una te´trada (´ındices Lorentz o planos). Usamos dobles gorros sobre
objetos once-dimensionales, un gorro para objetos diez-dimensionales y ninguno para obje-
tos en menos dimensiones. Simetrizamos y antisimetrizamos con peso uno (dividiendo por
n!). A veces utilizamos el siguiente convenio: los ı´ndices que no escribimos expl´ıcitamente
esta´n completamente antisimetrizados en el orden correspondiente. Esto es similar a la
notacio´n de formas diferenciales, pero los factores nume´ricos difieren.
Nuestra signatura es (+−· · ·−). η es la me´trica de Minkowski y la me´trica en general es
g (ˆˆg es la me´trica 11-dimensional, gˆ es la me´trica 10-dimensional en el sistema de referencia
conforme de la cuerda). Los ı´ndices planos y curvos esta´n relacionados por las te´tradas ea
µ
y sus inversos eµ
a, que satisfacen
ea
µeb
νgµν = ηab , eµ
aeν
bηab = gµν . (A.1.1)
∇ es la derivada covariantes total (con respecto a reparametrizaciones y transforma-
ciones Lorentz locales) y D es la derivada covariante Lorentz. Esta´n definidas por
(A.1.2)
y sobre tensores del espacio tangente y espinores (ψ) por
∇µξν = ∂µξν + Γµρνξρ ,
Dµξa = ∂µξa + ωµbaξb ,
∇µψ = ∂µψ − 14ωµabΓabψ ,
(A.1.3)
donde Γab es el producto antisime´trico de dos matrices gamma. Los tensores de curvatura
y torsio´n correspondientes esta´n definidos a trave´s de las identidades de Ricci
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[∇µ,∇ν ] ξρ = Rµνσρ(Γ) ξσ + Tµνσ∇σξρ ,
[Dµ,Dν ] ξa = Rµνba(ω)ξb ,
(A.1.4)
y las curvaturas esta´n dadas en funcio´n de las conexiones por
Rµνρ
σ(Γ) = 2∂[µΓν]ρ
σ + 2Γ[µ|λσΓν]ρλ ,
Rµνa
b(ω) = 2∂[µ ων]a
b − 2ω[µ|ac ω|ν]cb .
(A.1.5)
Imponiendo el postulado de las te´tradas
∇µeaµ = 0 , (A.1.6)
las dos conexiones esta´n relacionadas por
ωµa
b = Γµa
b + ea
ν∂µeν
b , (A.1.7)
y las curvaturas de ambas conexiones esta´n a su vez relacionadas por
Rµνρ
σ(Γ) = eρ
aeσbRµνa
b(ω) . (A.1.8)
Si imponemos el postulado me´trico
∇µgρσ = 0 , (A.1.9)
entonces la conexio´n se puede escribir siempre as´ı:
Γµν
ρ =
{
ρ
µ ν
}
+Kµν
ρ = Γµν
ρ(g) +Kµν
ρ , (A.1.10)
donde
{
ρ
µ ν
}
= 1
2
gρσ {∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν} . (A.1.11)
son los s´ımbolos de Christoffel, y K, es el tensor de contorsio´n, que depende del tensor de
torsio´n T as´ı:
Kµν
ρ = 1
2
gρσ {Tµσν + Tνσµ − Tµνσ} . (A.1.12)
Si, adema´s del postulado me´trico imponemos el postulado de las te´tradas, entonces la
relacio´n entre Γ y ω implica
ωabc = ωabc(e) +Kabc , ωabc(e) = −Ωabc + Ωbca − Ωcab , Ωabc = eaµebν∂[µecν] .
(A.1.13)
ω(e) es la conexio´n de esp´ın relacionada con la conexio´n de Levi-Civita` Γ(g) por el
postulado de las te´tradas.
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A.2 Matrices gamma y espinores
A.2.1 d = 11
Nuestras matrices gamma 11-dimensionales satisfacen{
ˆˆ
Γ
ˆˆa,
ˆˆ
Γ
ˆˆ
b
}
= +2ˆˆη
ˆˆa
ˆˆ
b , (A.2.1)
con la unde´cima matriz gamma
ˆˆ
Γ10 relacionada con las otras por
ˆˆ
Γ
ˆˆ10 = i
ˆˆ
Γ
ˆˆ0 . . .
ˆˆ
Γ
ˆˆ9 ≡ −iΓˆ1ˆ1 , (A.2.2)
donde Γˆ1ˆ1 sera´ la matriz de quiralidad en 10 dimensiones. Son puramente imaginarias (es
decir, esta´n en una representacio´n de Majorana)
ˆˆ
Γ
ˆˆa ⋆ = −ˆˆΓˆˆa , (A.2.3)
y son todas, salvo
ˆˆ
Γ
ˆˆ0, antihermı´ticas :
ˆˆ
Γ
ˆˆ0 † = +ˆˆΓ
ˆˆ0 .
ˆˆ
Γ
ˆˆı † = −ˆˆΓˆˆı , ˆˆı = 1, . . . , 10 .
(A.2.4)
Las propiedades de hermiticidad combinadas con su el hecho de que son imaginarias
puras, implican que todas ellas son sime´tricas excepto
ˆˆ
Γ
ˆˆ0, que es antisime´trica:
ˆˆ
Γ
ˆˆ0T = −ˆˆΓˆˆ0 .
ˆˆ
Γ
ˆˆı T = +
ˆˆ
Γ
ˆˆı , ˆˆı = 1, . . . , 10 .
(A.2.5)
ˆˆ
Γ
ˆˆ0 tiene la propiedad
ˆˆ
Γ
ˆˆ0 ˆˆΓ
ˆˆa ˆˆΓ
ˆˆ0 =
ˆˆ
Γ
ˆˆa † . (A.2.6)
por lo que podemos escoger como matriz de conjugacio´n de Dirac
ˆˆD la matriz antisime´trica
y real
ˆˆD = iˆˆΓ0 , (A.2.7)
que satisface
ˆˆD ˆˆΓˆˆa1···ˆˆan ˆˆD−1 = (−1)[n/2]
(
ˆˆ
Γ
ˆˆa1···ˆˆan
)†
. (A.2.8)
Nuestra matriz de conjugacio´n de carga es igual a la de conjugacio´n de Dirac
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ˆˆC = ˆˆD = iˆˆΓ0 , (A.2.9)
y, por lo tanto
ˆˆC T = ˆˆC † = ˆˆC−1 = −ˆˆC , (A.2.10)
y
ˆˆC ˆˆΓˆˆa ˆˆC−1 = −ˆˆΓˆˆaT . (A.2.11)
Esta u´ltima propiedad implica
ˆˆC ˆˆΓˆˆa1···ˆˆan ˆˆC−1 = (−1)n+[n/2]
(
ˆˆ
Γ
ˆˆa1···ˆˆan
)
T . (A.2.12)
La definicio´n habitual de conjugado de Dirac
¯ˆ
λˆ =
ˆˆ
λ†Dˆ , (A.2.13)
y conjugado de Majorana
ˆˆ
λc =
ˆˆ
λT
ˆˆC , (A.2.14)
y nuestra eleccio´n de matrices de conjugacio´n de Dirac y carga
ˆˆC = ˆˆD implican que la
condicio´n de Majorana
¯ˆ
λˆ =
ˆˆ
λc , (A.2.15)
es equivalente a requerir que todas las componentes de un espinor de Majorana sean reales.
Usando (A.2.12) y la definicio´n de espinor de Majorana (anticonmutante), tenemos
ˆˆǫ
ˆˆ
Γ
ˆˆa1···ˆˆan ˆˆψ = (−1)n+[n/2] ¯ˆψˆ ˆˆΓˆˆa1···ˆˆan ˆˆǫ , (A.2.16)
con lo que esta combinacio´n bilineal es sime´trica para n = 0, 3, 4, 7, 8 y antisime´trica para
n = 1, 2, 5, 6, 9, 10.
Por otro lado, tomando el conjugado hermı´tico de la misma combinacio´n 1 y usando
(A.2.8) tenemos
(
¯ˆ
ǫˆ
ˆˆ
Γ
ˆˆa1···ˆˆan ˆˆψ
)†
= (−1)[n/2] ¯ˆψˆ ˆˆΓˆˆa1···ˆˆan ˆˆǫ , (A.2.17)
lo que implica, al comparar con Ec. (A.2.16) que pata n par es real e imaginario para n
impar.
Finalmente, tenemos la identidad
ˆˆ
Γ
ˆˆa1···ˆˆan = i
(−1)[n/2]+1
(11− n)!
ˆˆǫ
ˆˆa1···ˆˆanˆˆb1···ˆˆb11−n ˆˆΓˆˆ
b1···ˆˆb11−n . (A.2.18)
1Usamos el convenio (ab)⋆ = +a⋆b⋆ para variables anticonmutantes.
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A.2.2 d = 10
La representacio´n de Majorana de las matrices gamma 11-dimensionales se puede construir
a partir de una representacio´n de Majorana 10-dimensional (son matrices de la misma
dimensio´n)


ˆˆ
Γaˆ = Γˆaˆ , aˆ = 0, . . . , 9 ,
ˆˆ
Γ10 = +iΓˆ0 . . . Γˆ9 .
(A.2.19)
Los espinores 10-dimensionales son ide´nticos a los 11-dimensionales y las mismas defini-
ciones e identidades son va´lidas para ellos, pero en 10 dimensiones tambie´n se pueden definir
espinores de Weyl, que poseen propiedades adicionales. Los espinores de Weyl se definen
con la matriz de quiralidad Γˆ11
Γˆ11 = −Γˆ0 . . . Γˆ9 = iˆˆΓ10 , (A.2.20)
que es hermı´tica y satisface (Γˆ11)
2 = +1. Espinores de Weyl de quiralidad positiva ψˆ(+) y
negativa ψˆ(−) se definen por
Γˆ11ψˆ
(±) = ±ψˆ(±) . (A.2.21)
Adema´s, en 10 dimensiones se pueden definir espinores de Majorana-Weyl. Es u´til
trabajar en una representacio´n de Majorana-Weyl de las matrices gamma en la que e´stas
son imaginarias y Γˆ11 toma la forma
Γˆ11 = I16×16 ⊗ σ3 =

 I16×16 0
0 −I16×16

 . (A.2.22)
En la representacio´n de Majorana-Weyl, cada espinor de Majorana (real) se puede
construir como suma directa de un espinor de quiralidad positiva y otro de quiralidad
negativa de 16 componentes:
ψˆ =

 ψˆ(+)
ψˆ(−)

 . (A.2.23)
Finalmente, tenemos la identidad
Γ11Γˆ
aˆ1···aˆn =
(−1)[(10−n)/2]+1
(10− n)! ǫˆ
aˆ1···aˆn bˆ1···ˆb10−nΓˆbˆ1···ˆb10−n . (A.2.24)
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A.2.3 d = 9
La representacio´n 10-dimensional de Majorana-Weyl, se puede construir a partir de una
representacio´n puramente real (Majorana) de las matrices gamma 9-dimensionales:

Γˆa = Γa ⊗ σ2 , a = 0, . . . , 8 ,
Γˆ9 = I16×16 ⊗ iσ1 ,
(A.2.25)
donde Γ8 satisface
Γ8 = Γ0 · · ·Γ7 . (A.2.26)
Como antes, Γ8 sera´ proporcional a la matriz de quiralidad 8-dimensional
Γ(8) 9 = iΓ
8 = iΓ0 · · ·Γ7 . (A.2.27)
Se puede comprobar expl´ıcitamente que con estas definiciones, la representacio´n 10-
dimensional es quiral y que Γˆ11 = I16×16 ⊗ σ3.
A.2.4 d = 4
En 4 dimensiones podemos utilizar representaciones Majorana o Weyl, pero no Majorana-
Weyl. Nosotros utilizamos una representacio´n puramente imaginaria (Majorana). La ma-
triz de quiralidad es
γ5 = −iγ0γ1γ2γ3 = i
4!
ǫabcdγ
abcd , (A.2.28)
hermı´tica e imaginaria (y, por lo tanto, antisime´trica). En esta representacio´n podemos
usar como matrices de conjugacio´n de Dirac y de conjugacio´n de carga D = C− = iγ0, que
es real y antisime´trica. La condicio´n de Majorana es que los espinores de Majorana son
reales ψ = ψ∗.
Finalmente, tambie´n tenemos la identidad
γa1···an =
(−1)[n/2]i
(4− n)! ǫ
a1···anb1···b4−nγb1···b4−nγ5 . (A.2.29)
A.3 Geometr´ıa extr´ınseca
Sea una hipersuperficie Σ inmersa en un espacio-tiempo d-dimensional con me´trica gµν y
sea nµ su vector unitario normal:
nµnµ = ε ,


ε = +1 , Σ tipo espacio ,
ε = −1 , Σ tipo luz .
(A.3.1)
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La me´trica inducida en Σ es
hµν = gµν − εnµnν . (A.3.2)
hµν tiene cara´cter (d−1)-dimensional pero esta´ escrita en forma d-dimensional y es ev-
identemente singular y no se puede invertir. Sus ı´ndices se suben y bajan con g. Obse´rvese
que hµνn
ν = 0 y por ello h se puede usar para proyectar tensores sobre Σ.
Una forma de medir cuan curvada esta´ Σ en el espacio-tiempo ser´ıa medir la variacio´n
de su vector unitario normal sobre ella. Matema´ticamente esto se expresa as´ı:
Kµν ≡ hµαhνβ∇(αnβ) , (A.3.3)
donde Kµν recibe el nombre de curvatura extr´ınseca o segunda forma fundamental.
Podemos considerar un campo de vectores unitarios nµ(x) definido sobre todo el espacio-
tiempo. Este campo determina una familia de hipersuperficies. Podemos entonces calcular
la derivada de Lie de las me´tricas inducidas sobre las mismas en la direccio´n de los vectores
unitarios. El resultado es que esta derivada es dos veces la curvatura extr´ınseca
Kµν = 12£nhµν . (A.3.4)
La traza de la curvatura extr´ınseca se denota por K y esta´ dada por
K = hµνKµν = hµν∇µnν . (A.3.5)
A.4 n-Esferas
La n-dimensional esfera de radio unidad Sn puede definirse como la hipersuperficie de radio
constante r = 1 en el espacio euclidiano (n+ 1)-dimensional. r es una de las coordenadas
esfe´ricas (n + 1)-dimensionales {r, ϕ, θ1, . . . , θn−1} definidas en funcio´n de las cartesianas
{x1, . . . , xn} por las relaciones


x1 = ρn−1 sinϕ ,
x2 = ρn−1 cosϕ ,
x3 = ρn−2 cos θ1 ,
...
...
xk = ρn−k+1 cos θk−2 , 3 ≤ k ≤ n + 1 ,
(A.4.1)
donde
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

ρl = [(x
1)2 + . . .+ (xn+1−l)2]1/2 = r
∏l
m=1 sin θn−m ,
ρ0 = r = [(x
1)2 + . . .+ (xn+1)2]1/2 ,
(A.4.2)
La forma de volumen en Sn es
dΩn ≡ dϕ
n−1∏
i=1
sini θidθi , (A.4.3)
En coordenadas cartesianas del espacio ambiente (n+ 1)-dimensional toma la forma
dΩn =
1
n!rn+1
ǫµ1...µn+1x
µn+1dxµ1 . . . dxµn . (A.4.4)
Otras identidades u´tiles son 

dn+1x = rndrdΩn ,
rndΩn = dny
√|g| , (A.4.5)
donde las ys son coordenadas en Sn.
El volumen de la n-esfera de radio unidad Sn viene dado por la integral de la forma de
volumen sobre toda la esfera:
ω(n) =
∫
Sn
dΩn =
2π
n+1
2
Γ(n+1
2
)
. (A.4.6)
Usando
Γ(x+ 1) = xΓ(x) , Γ(0) = 1 , Γ(1/2) = π1/2 , (A.4.7)
obtenemos ω(1) = 2π , ω(2) = 4π , ω(3) = 2π
2 etc.
La me´trica inducida en Sn en coordenadas esfe´ricas es dΩ2(n) y su relacio´n con la me´trica
del espacio euclidiano ambiente es:
d~x 2 = dρ20 + ρ
2
0dθ
2
n−1 + . . .+ ρ
2
n−2dθ
2
1 + ρ
2
n−1dϕ
2
= dr2 + r2
{
dθ2n−1 + sin
2 θn−1
[
dθ2n−2 + sin
2 θn−2
(
dθ2n−3 + sin
2 θn−3 (· · ·
· · · sin2 θ2
(
dθ21 + sin
2 θ1dϕ
2
) · · ·]}
= dr2 + r2dΩ2(n) .
(A.4.8)
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